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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 
МЕТОДОМ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 

 
Наиболее близким к реальности описанием геофизических полей является дробно-

рациональная аппроксимация. В таком представлении особенности полей в нижнем полу-
пространстве адекватно отражаются нулями знаменателя. В статье содержится теория и ал-
горитм, реализующий данную концепцию. Предлагаемый автором метод назван методом 
продолжения цепной дробью. 
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ANALYTICAL CONTINUATION OF GEOPHYSICAL FIELDS BY 
CONTINUED FRACTIONS METHOD 

 
The most close to reality geophysical field description is the approximation of the fraction-

rational type. In this case the presence of poles in the lower half space corresponds adequately to 
the denominator zeros. This article contains the theory and algorithm of realization of this concep-
tion. The proposed method is called – Continued Fraction Continuation Method.  

Key words: continued fraction, QD-algorithm, geophysical fields, analytical continuation. 
 
 
Методам аналитического продолжения 

геофизических полей с профиля измерений в 
нижнее полупространство посвящены работы 
ведущих геофизиков страны: И.Г.Клушина, 
В.Н.Страхова, М.С.Жданова и других. Явле-
ние распадения поля в окрестности особых 
точек, констатированное в [6], оказалось, 
скорее, не информативным признаком, а 
препятствием для практического примене-
ния метода. Причина этого состоит в несо-
ответствии описания изучаемых полей ли-
нейными математическими моделями. 
Представление полей в виде полиномов, ря-
дов Тэйлора, Фурье или интегралов типа 
Коши порождает существенную некоррект-
ность, которая проявляется в катастрофиче-
ской неустойчивости существующих ныне 
алгоритмов аналитического продолжения. 
Это объясняется тем, что поле, имеющее 
особенности в нижнем полупространстве, 

принципиально не может адекватно описы-
ваться линейной конструкцией. Единствен-
ной относительно удачной попыткой обойти 
сложности является метод полного градиен-
та В.М. Березкина [2].  

Описанием поля, наиболее близким к 
реальному, является конструкция типа 
дробно-рациональной, так как наличие син-
гулярностей функции в нижнем полупро-
странстве имеет адекватное соответствие 
нулям знаменателя. Предлагаемый метод 
основан на аппроксимации исследуемых 
функций цепными дробями. Мы назвали 
его методом продолжения цепной дробью 
(Continued Fraction Continuation Method – 
CFCM). 

Рассмотрим измеренную по профилю 
функцию bxaxf ),( , и представим ее ря-
дом Фурье по многочленам Чебышева перво-
го рода (приведя аргумент к отрезку [–1,1]): 
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Коэффициенты ряда Фурье по многочле-
нам Чебышева определяются по формулам: 
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Для упрощения вычислений и даль-
нейших преобразований, используем связь 
многочленов Чебышева с тригонометриче-
скими функциями. Сделаем замену пере-
менной в интеграле: )cos(x . Тогда [7] 
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Далее перепишем ряд функции F() в 
комплексной форме уже в виде ряда Фурье: 
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k ikF  (где k – коэф-

фициенты ряда Фурье) – с заменой вещест-
венной переменной x на комплексную 

iyxz   (где y означает глубину) и подста-
новкой  = arccos(z).  

Продолжение функции вниз соответст-
вует отрицательным значениям y, вверх – 
положительным. Для продолжения вниз пе-

репишем ряд в виде 
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0
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kYF , где 

)exp(  iY . В правой части ряд при этом 
расходится (|Y| > 1) и простому суммирова-
нию не подлежит. В дальнейшем будем изу-
чать непосредственно функцию 
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так как практический интерес представляют 
полюсы f(x) в нижней половине комплекс-
ной плоскости, которые одновременно яв-
ляются полюсами F(Y).  

Для продолжения заменим ряд «соот-
ветствующей» g-дробью: 
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Соответствие здесь понимается как совпаде-
ние коэффициентов ряда Тэйлора этой дроби 
с коэффициентами исследуемой функции. Ес-
ли брать в качестве приближения только чет-
ные подходящие дроби (3) (последний отбра-
сываемый член всегда равен единице, форму-
ла (3) эквивалентна представлению F(Y) в 
виде дробно-рациональной функции посред-
ством диагональных аппроксимаций Падэ: 
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где PM(Y) и QM(Y) – полиномы степени M от Y. 
Близость диагональных аппроксимаций 

Падэ к представляемой ими функции при 
M описывается теоремой Натолла [1]: ес-
ли F(Y) мероморфная функция, то для произ-
вольных, сколь угодно малых  > 0,  > 0 суще-
ствует M0, такое, что для всех M > M0 диаго-
нальные аппроксимации Падэ [M / M]f 
удовлетворяют неравенству |F(Y) – [M / M]F| <  
на любом компакте в Y-плоскости, исключая 
множество меры меньше, чем . 

Для построения g-дроби, соответст-
вующей ряду (2), существует весьма эффек-
тивный и устойчивый алгоритм (g-алгоритм) 
Бауэра. Это алгоритм типа частных и разно-
стей (QD-алгоритм), изобретенный Рутисхау-
зером в 1954 г. для построения правильных 
С-дробей. Он позволяет по заданным коэф-
фициентам формального степенного ряда k 
построить последовательность коэффициен-
тов соответствующей непрерывной дроби gk 
по правилам ромба: коэффициенты gk явля-
ются диагональными элементами ( 0

kg ) так 
называемой g-таблицы: 

1
0
2 0
0 1
3 1 0
0 1 2
4 2 1 0
0 1 2 3

.........................

g
g g
g g g
g g g g
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Дробь эта сходится, но не монотонно и 
достаточно медленно. Для ускорения схо-
димости применим следующий прием: для 
заданного значения Y вычисляют значения 
последовательных подходящих дробей  
S-дроби f1, f2, … fM по рекуррентным форму-
лам прямого вычисления числителей (Ai) и 
знаменателей(Bi) [3]. 

Для расчета берут только значения не-
четных подходящих дробей. Это эквива-
лентно операции сжатия S-дроби до J-дроби, 
соответствующей ряду Стилтьеса изучаемой 
функции.  

Поскольку, как правило, практический 
интерес для определения положения полю-
сов представляет даже не сама функция F(Y), 
а ее модуль, будем рассмотривать функцию 
ln(1+|F(Y)|). В качестве предельного значения 
ln(1+|F(Y)|) принимается 
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что представляет собой суммирование ряда, 
соответствующего дроби, методом Вороного. 
Пример численной реализации метода приве-
ден на рисунке. Как видно, метод практически 
устойчив к геологическим помехам. 

Область применения метода не ограни-
чивается потенциальными полями: продол-
жать можно, в частности, трансформанты 
этих полей. Метод опробован на задачах 
электроразведки (поле сопротивлений к и 
вызванной поляризации к), магниторазвед-
ки (поле Т), гравиразведки (поле g) и мо-
жет быть распространен на другие геофизи-
ческие методы. 

Большой пробел в области математиче-
ского образования в ХХ в. – забвение цеп-
ных дробей. Этот раздел математики ведет 
свое начало со времен Евклида. Цепные 
дроби – это, по существу, способ нелиней-
ного суммирования расходящихся рядов, 
весьма часто встречающихся в геофизике. 
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Расчет гравитационного поля g модели, состоящей 
из трех шаров одинаковой избыточной плотности 

(с радиусами 100; 150 и 200 м, центры масс которых 
расположены на глубинах соответственно 200, 300 и 400 м): 

 
а – модельное гравитационное поле от трех шаров одинаковой 
избыточной плотности при отсутствии помехи (жирная сглажен-
ная линия) и при наличии помехи; б, в – расположение трех ша-
ров одинаковой избыточной плотности и изолинии аналитиче-
ского продолжения их аномального эффекта в нижнее полупро-
странство (б – при отсутствии помехи; в – при наличии
 

помехи); г – помеха, создаваемая 19 шарами радиуса 25 м 
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