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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИИ СДВИГА 
ВБЛИЗИ ТРЕЩИНЫ 

 
Рассматривается поведение материала вблизи трещины при нелинейной деформации 

сдвига. Решается плоская задача нелинейной теории упругости в вариационной форме с не-
сколькими вариантами граничных условий. Приводятся численные результаты, полученные 
с помощью метода конечных элементов. 
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NUMERICAL MODELLING OF SHEAR STRAIN 
NEAR TO THE CRACK 

 
The behaviour of a material near to a crack is considered at nonlinear shear strain. The 

plane problem of the nonlinear theory of elasticity in the variation form is solved. Some vari-
ants of boundary conditions are used. The numerical results received by a finite element 
method are presented. 

Key words: a crack, nonlinear shear strain, finite element method. 
 
 
На основе аппарата нелинейной теории 

упругости и численных методов решения 
нелинейных краевых задач предлагается 
моделировать поведение эластичного мате-
риала вблизи трещины при нелинейных де-
формациях сдвига. В качестве модели рас-
сматривается плоская задача теории упруго-
сти (рис.1). Твердое тело (заштриховано) 
жестко соединено с плоским слоем эластич-
ного материала толщиной h. На участке 
длиной 2b связи между слоем и основанием 
нарушаются – появляется трещина BB1. Ис-
следуем две ситуации:  

 на участке длиной 2a происходит об-
рушение основания и сближение точек К и 
М под воздействием поперечных нагрузок 
(задача 1);  

 в основании по линии CD образуется 
трещина, которая затем раздвигается на ве-
личину 2a (задача 2).  

Для численных расчетов принято, что 
движение точек К и М строго горизонталь-
но, участок обрушения симметричен отно-
сительно трещины и задача симметрична 
относительно плоскости x = 0 (рис.1).  

Математическая постановка обеих за-
дач имеет вид 

divS + F = 0;  S + : s31 = s33 = 0; 

Г :  x = 0 : s13 = 0, u =  а; 

x = l : u = w = 0,  

где S – тензор условных напряжений; F – 
вектор плотности объемных сил, S  + и S − – 
верхняя и нижняя поверхности слоя; Г – бо-
ковая поверхность, состоящая из двух час-
тей (x = 0 и x = l); u и w – смещение точек 
относительно осей х и у соответственно.  
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Верхняя поверхность эластичного слоя 
свободна от напряжений. На нижней поверх-
ности для обеих задач даны два варианта 
граничных условий, которые отличаются 
только условиями на участке 0  x  b. Вари-
ант 1 (задачи 1.1 и 2.1) предполагает отсутст-
вие на участке трещины вертикальных пере-
мещений w, вариант 2 (задачи 1.2 и 2.2) – от-
сутствие нормальных напряжений s33. Таким 
образом, граничные условия запишем в виде: 

для варианта 1 

S − : 0  x < b : s31 = 0, w = 0; 

x  b : u = w = 0; 

для варианта 2 

S − : 0  x < b : s31 = s33 = 0; 

x  b : u = w = 0. 

Длина l много больше толщины слоя h, 
так что деформация в сечении x = l практи-
чески отсутствует. 

Для численного решения задача фор-
мулируется в вариационной форме как зада-
ча минимизации функционала потенциаль-
ной энергии деформации [1, 2]: 

dSdVdV UUF  


Φ ,  

где δU – вариация вектора перемещений;  
и  – область, занимаемая телом, и ее гра-
ница,  – поверхностная нагрузка.  

Предполагается, что упругий потенциал 
Ф известен как функция инвариантов тензо-
ров деформаций Коши или Грина [2].  

Для описания механических свойств 
эластичного слоя применяется неогуковский 
потенциал для сжимаемого материала [1, 2]: 

 dJJqded ),(Φ , 

 1)1(
21

1 


 JJq , 

где  – модуль сдвига;  – коэффициент Пу-
ассона; e = trE, Е – тензор деформации Гри-
на; q = q(J) – функция кратности изменения 
объема J.  

Численная реализация осуществляется 
методом конечных элементов [3]. Тело раз-
бивается на четырехугольные изопарамет-
рические элементы, позволяющие описы-
вать произвольную геометрию [1]. При этом 
длина трещины принимается равной толщи-
не слоя (b = h), а общая длина участка меня-
ется в пределах l = (520)h. Упругие свойст-
ва эластичного слоя соответствуют пара-
метрам  = 1 MPa,  = 0,324. 

Вычислены значения горизонтальной 
силы реакции Fx, возникающей в сечении 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2. Диаграмма сила – смещение (здесь и далее  
на кривых указаны номера задач) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Схема задачи 
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CD при различных значениях параметра 
а. На рис.2 приведены значения безраз-
мерной величины P = Fx(h) в зависимо-
сти от величины относительного сдвига 
a/b для задач 1 и 2. Отметим, что для ва-
риантов граничных условий 2.1 и 2.2 гра-
фики практически совпадают. Для зада-
чи 1.2 при сдвиге концов участка обру-
шения на величину, большую половины 
трещины, решение теряет устойчивость. 
Это говорит о том, что при a  0,5b мо-
дель перестает адекватно описывать по-
ведение материала (вероятно, происходит 
его разрушение).  

На рис.3, а и 4, а показаны деформиро-
ванные конфигурации эластичного слоя. Па-
раметр δ определяет размер области отслое-
ния: δ = b − a. Легко видеть, что в задаче 1.2 
расчетная деформация слоя значительно 
больше, чем в задаче 1.1. При этом происхо-
дит сильное выпучивание слоя вверх, а при 
значительных сближениях частей основания 
(a  0,5b) возможно образование складки 
(рис.3, а). Необходимо отметить, что гранич-
ные условия задачи 1.2 ближе к реально про-
исходящим процессам, чем условия зада-
чи 1.1. Деформации для задач 2.1 и 2.2 близ-
ки по величине и характеру (рис.4, а).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис.3. Деформация эластичного слоя (а) и перемещения точек С и D (б) в задаче 1 
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Рис.4. Деформация эластичного слоя (а) и перемещения точек С и D (б) в задаче 2 
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Анализ диаграмм вертикального сме-
щения крайних точек сечения CD (рис.3, б и 
4, б) показал, что смещение точки D в зада-
чах 1.1 и 1.2 линейно зависит от параметра 
a, хотя во втором случае его величина в 
2,5 раза больше (рис.4, а). Смещение точки 
C в задаче 1.2 имеет сильно выраженный 
нелинейный характер зависимости от пара-
метра a, причем при больших a оно превы-
шает смещение точки D, что вызывает уто-
нение слоя на участке CD. Показанные на 
рис.4, б смещения точек D и C достаточно 
близки по характеру для двух типов гранич-
ных условий. Смещение точки C значитель-
но меньше (по абсолютной величине) сме-
щения точки D. Оно имеет максимум при 
a ≈ 0,6b и уменьшается при дальнейшем 
увеличении параметра a.  
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