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Изложены алгоритмы прогноза напряженно-деформированного состояния неодно­
родного слоистого физически нелинейного породного массива. Моделирование базирует­
ся на применении комплекса вычислительных методов: вариационного, дискретного про­
должения по числовому параметру, квазилинеаризации нелинейных краевых задач, ко­
нечных разностей, матричной прогонки и общего итерационного процесса.

Ключевые слова: прогноз, геомеханика, массив горных пород, напряженно- 
деформированное состояние, вычислительные методы.

THE ALGORITHM OF NUMERICAL SOLUTION THE NON-LINEAR 
BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF GEOMECHANICS

This article is devoted to the algorithm of the forecast of stress and strain state nonho- 
mogeneous layered physical nonlinear rock massif. The modeling based on applying the whole 
package of computational methods: variational method, discrete continuation on numeric pa­
rameter method, quasi-linearization of nonlinear value boundary problem, finite difference 
method, Thomas algorithm and iterative process.
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Разработка пологих месторождений по­
лезных ископаемых приводит исследовате­
лей к необходимости решения важных при­
кладных задач геомеханики: изучение во­
просов проявления горного давления и на­
пряженно-деформированного состояния (НДС) 
массива горных пород (МГП) в окрестности 
выработок различного назначения и произ­
вольной конфигурации. Специалистам не­
обходимо иметь информацию о протекании 
в этих массивах разнообразных физико­
механических процессов, которые зависят 
не только от специфики горно-геологи­
ческих условий отработки различных ме-
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сторождений полезных ископаемых, но и от 
изменчивости этих условий в пределах 
шахтных полей.

Очевидно, что изучение параметров 
механических процессов в М ГП не может 
быть однозначно определено только на ос­
нове использования данных натурных экс­
периментов, либо данных лабораторных ис­
следований или результатов аналитических 
расчетов. По-видимому, постановка такой 
задачи и нецелесообразна, так как даже ве­
дущим представителям горной науки, спе­
циализирующимся в области горной геоме­
ханики, не удалось до сих пор установить
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общие физико-механические законы, адек­
ватно отражающие реальное поведение 
МГП. Поэтому по-прежнему остается акту­
альной задача исследования механических 
процессов в породных массивах различными 
методами (от экспериментальных натурных 
измерений до вычислительных процедур).

Важные прикладные задачи горной 
геомеханики решались многими исследова­
телями различными аналитическими и чис­
ленными методами. В частности, хорошо 
известны результаты численно-аналитичес­
ких расчетов оседания многослойного мас­
сива над выработанным пространством и 
опорного давления впереди очистного забоя 
на основе вариационного метода В.З.Власова 
в рамках линейного закона Гука (А.А.Бо- 
рисов, Н.Н.Кайдалов, В.Г.Лабазин и др.), а 
также примененного в работах А.П.Госпо- 
дарикова нелинейного закона деформирова­
ния горных пород [2]. Если же массив гор­
ных пород ослаблен выработками непрямо­
угольного сечения, то использовать в явном 
виде уравнения равновесия, полученные
В.З.Власовым, не представляется возмож­
ным. В этом случае необходимо получить 
основные соотношения для определения 
НДС М ГП в полярной системе координат, 
базируясь на идеях технической теории
В.З.Власова.

Рассмотрим массив горных пород мощ­
ностью h , ограниченный двумя горизон­
тальными плоскостями и боковой цилинд­
рической поверхностью. Для определения 
НДС упругого М ГП применим метод пере­
мещений, приняв за основные неизвестные 
перемещения и = и(х, у, z ) , v = v (х, у, z ) , 
w = w (х, у , z)  -  проекции вектора переме­
щений на координатные оси Ох, Оу, Oz про­
извольной точки M (х, у, z) массива. Иско­
мые перемещения ищем в виде следующих 
конечных разложений:

и = Ц  (X у  )ф 1 (z) + U 2 (х, у  )ф2 (z ) + ... +
n

+ Un (^  у  )ф n (z ) = I u (х , у  )ф, (z ) ;
i =1

v = v 1 (х, у  )^ 1 (z) + v 2 (х, у  )У 2 (z) + .  +
m

+  v m ( X ,  у  m ( z )  =  I v  j  ( X , у  H  j  ( z ) ; (1)
,= 1

w = w 1 (X у  )X1 (z) + W 2 (х, у  )X 2 (z) + ■■■ +
p

+ w p (х, у  )X p (z) = I  w k (х, у  )X k (z),k=1

где Ф1 (z),. , Фп (z),^ 1 (z),‘ ■ ■ Vm(z),X1 (z),‘ ■ ■ Ip  (z) -
заданные определенным образом безраз­
мерные координатные функции, характери­
зующие распределение горизонтальных и 
вертикальных перемещений породного 
массива; координата z  отсчитывается от 
дневной поверхности (z = 0); функции 
ц  (х, у ), v j (х, у ), w k (х, у ) являются в дан­

ном случае искомыми.
Был использован обобщенный закон 

Гука:

° ij = Cij,klSkl , (2)

где коэффициенты Cij kl в уравнениях (1)

суть упругие постоянные данного материала 
и зависят как от декартовых координат, так 
и от направления.

Следовательно, формулы (1) относятся 
к случаю анизотропного и неоднородного 
тела. М одели анизотропных линейно- 
деформируемых тел широко используются в 
геомеханике, например, для описания пове­
дения сланцеватых тонкослоистых пород. 
Среди них наибольшее распространение по­
лучила транверсально-изотропная среда, 
характерной чертой которой является по­
стоянство свойств в различных направлени­
ях в плоскости изотропии и различие в 
свойствах в направлении, перпендикуляр­
ном к этой плоскости.

Относительные деформации (в рамках 
геометрически линейных задач) выражают­
ся при помощи зависимостей Коши:

i, j  = 1 ,2 ,3 . (3)
1

Sij =  2

d u . du 1
— — +  — -
д х , дх .

V 1 1 J

Исходная система дифференциальных 
уравнений равновесия, описывающая НДС 
МГП, имеет вид

f д а х дт  ху ,  г дф ,
J —  ф , dz + f - Г -  ф ,dz  — J т x z ~ T dz  +  
h д х  h д у  h dz

+ т хг ф , 10 + 1 х ф rdz  = 0,1 = 1 ,2, ■■■, n ;
h
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S r „  S a  у 5 у .
I—  У  j d z  + I —  У  , d z  - | r  y Z —  d z  +
h S x  h 5 y  h d z

h

+ r  yz у  j  0 + I  d z  = °  j  = 1 , 2  ■■■, m ; (4 )
h

%kdz +\5 r -  ik dz - I a  z +h 5x h 5y h dz

+  a zX k |0 + I Z Xkd z  =  0 , k  =  1, 2 , ■■■, p .
h

У р а в н е н и я  (4 )  н а зы в а ю т с я  в а р и а ц и о н ­
н ы м и  у р а в н е н и я м и  р а в н о в е с и я  в ф о р м е

В .З .В л а с о в а . О н и  п о л у ч е н ы  п у т е м  у м н о ж е ­
н и я  у р а в н е н и й  р а в н о в е с и я  п р о с т р а н с т в е н ­
н о й  т е о р и и  у п р у г о с т и  с о о т в е т с т в е н н о  н а  

к о о р д и н а т н ы е  ф у н к ц и и  ф г. , у , х  k  с  п о с л е ­

д у ю щ и м  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  к о о р д и н а т е  z. 

В н е и н т е г р а л ь н ы е  ч л е н ы  о п р е д е л я ю т с я  з н а ­
ч е н и я м и  н а п р я ж е н и й  н а  г р а н и ч н ы х  п л о с к о ­
с т я х  z  =  0 , z  =  h . В  ч а с т н о с т и , п о д с т и л а ю щ и й  

п л а с т , н а  к о т о р о м  л е ж и т  с л о и с т ы й  п о р о д ­
н ы й  м а с с и в , м о ж е т  р а с с м а т р и в а т ь с я  как  у п ­
р у г о е  о с н о в а н и е  с  за д а н н ы м  к о э ф ф и ц и е н ­

т о м  ж е с т к о с т и  k  .

П р и  э т о м  н а  н и ж н е й  г р а н и ч н о й  п л о с к о ­
с т и  в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я

a  z X k L= h = -  kw(  x, y,  z) X i ( z) , i  =  1, 2 ,
z=h

а  н а  с в о б о д н о  з а в и с а ю щ е й  ч а с т и  ( k  =  0 )  п о ­

р о д н о г о  м а с с и в а  о н и  п р и н и м а ю т  в и д

a  z X  k | z= h =  0 , i  =  1, 2 , • • • , n .

В  о б щ е м  с л у ч а е  н а  б о к о в о й  ц и л и н д р и ­
ч е с к о й  п о в е р х н о с т и  р а с с м а т р и в а е м о г о  у ч а ­

ст к а  п о р о д н о г о  м а с с и в а  ф о р м у л и р у ю т с я  у с ­
л о в и я  д л я  н а п р я ж е н и й  и л и  п е р е м е щ е н и й  

(в о з м о ж е н  с л у ч а й  с м е ш а н н ы х  г р а н и ч н ы х  

у с л о в и й ) .
В в е д е н и е  к о м п о н е н т  в е к т о р а  п е р е м е ­

щ е н и й  в в и д е  р а з л о ж е н и й  (1 )  п р и в о д и т  к  

н е о б х о д и м о с т и  о ц е н к и  р е ш е н и я  u , v , w  н а  

о с н о в е  в а р и а ц и о н н о г о  м е т о д а . В  и з в е с т н ы х  

р а б о т а х  Л .В .К а н т о р о в и ч а  и  В .И .К р ы л о в а ,

С .Г .М и х л и н а  и  д р у г и х  а в т о р о в  н а  м н о г о ­
ч и с л е н н ы х  п р и м е р а х  п о к а з а н о , ч т о  д а ж е  п р и  

в ы б о р е  о д н о й - д в у х  к о о р д и н а т н ы х  ф у н к ц и й  

п о г р е ш н о с т ь  р е ш е н и я  с о о т в е т с т в у е т  н е о б ­
х о д и м о й  т о ч н о с т и . Н е с м о т р я  н а  т о , т о  д л я
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n

в а р и а ц и о н н о г о  м е т о д а  в ф о р м е  В .З .В л а с о в а  
о б щ и е  п о г р е ш н о с т и  н е  п о л у ч е н ы , н а  п р а к ­

т и к е  п о д т в е р ж д а е т с я  ф акт: д а ж е  п р и  н е ­
б о л ь ш о м  ч и с л е  в ы б р а н н ы х  к о о р д и н а т н ы х  

ф у н к ц и й , у ч и т ы в а ю щ и х  о с о б е н н о с т и  п р о ­

ц е с с а  д е ф о р м и р о в а н и я  п о р о д н о г о  м а с с и в а ,  
п о г р е ш н о с т ь  м е т о д а , как  п р а в и л о , н е  п р е ­
в ы ш а е т  1 0  % , ч т о  в п о л н е  д о п у с т и м о  д л я  
и н ж е н е р н ы х  п р и л о ж е н и й  в за д а ч а х  г е о м е ­
х а н и к и .

О т м е т и м , ч т о  к о о р д и н а т н ы е  ф у н к ц и и  

(п р и  у с л о в и и  и х  п о л н о т ы ) в р а з л о ж е н и я х

(1 ) ,  и х  в и д  и  к о л и ч е с т в о  д о л ж н ы  бы т ь  в ы ­
б р а н ы  с  у ч е т о м  ф и з и ч е с к о й  п р и р о д ы  я в л е ­

н и я  в и с с л е д у е м о й  з а д а ч е  (в  ч а с т н о с т и , д л я  
м н о г и х  за д а ч , с в я за н н ы х  с  о п р е д е л е н и е м  

н а п р я ж е н н о г о  с о с т о я н и я  с л о и с т о г о  м а с с и в а , 
э т и  ф у н к ц и и  м о ж н о  п р и н я т ь  к у с о ч н о ­
л и н е й н ы м и ).

Д л я  сл у ч а я  и з г и б а  п о р о д н о г о  м а с с и в а  
п о  ц и л и н д р и ч е с к о й  п о в е р х н о с т и  т р е х м е р н а я  

з а д а ч а  с т а н о в и т с я  д в у м е р н о й :  г о р и з о н т а л ь ­

н ы е  и  в е р т и к а л ь н ы е  п е р е м е щ е н и я  u (  x , у ) и  

v ( x , у ) М Г П  (а н а л о г  ф о р м у л  (1 ) )  п р и м у т  в и д

n

u (  x  у ) = Е  u ( x M - ( у ) ;
i =1

m

V = E v  j ( x  ) у  j ( у ), (5 )
j =1

г д е  к о о р д и н а т н ы е  ф у н к ц и и  ф1 (у ) , . . . ,  фn (у ); 
у 1 (у ), . ,  у m (у ) в ы б р а н ы  о п р е д е л е н н ы м  

о б р а з о м  п о  в с е й  т о л щ и н е  п о р о д н о г о  м а с с и ­

ва , т .е . п р и  0  <  у <  h.
В  э т о м  с л у ч а е  с и с т е м а  (4 )  п о с л е  п р о в е ­

д е н и я  в с е х  н е о б х о д и м ы х  в ы к л а д о к  п р е в р а ­
щ а е т с я  в с и с т е м у  n  +  m  о б ы к н о в е н н ы х  л и ­
н е й н ы х  и л и  н е л и н е й н ы х  (ф и з и ч е с к и  н е л и ­
н е й н ы е  за д а ч и )  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е ­

н и й  в т о р о г о  п о р я д к а  о т н о с и т е л ь н о  и с к о м ы х  

ф у н к ц и й , з а в и с я щ и х  т о л ь к о  о т  о д н о г о  п е р е ­
м е н н о г о . В о  м н о г и х  и н т е р е с н ы х  д л я  п р а к ­
т и к и  с л у ч а я х  (в  р а м к а х  л и н е й н о г о  з а к о н а  

Г ук а) э т а  с и с т е м а  и н т е г р и р у е т с я  в з а м к н у ­
т о й  ф о р м е , и  р е ш е н и е  з а д а ч и  у д а е т с я  п о л у ­
ч и т ь  в в и д е , п р и г о д н о м  д л я  и н ж е н е р н ы х  

р а с ч е т о в .
Р а з р е ш а ю щ и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  д л я  

с л у ч а е в  как  л и н е й н о г о  з а к о н а  Г у к а , т а к  и
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нелинейного приведены в работе [2]. В ча­
стности, для линейного закона Гука полу­
чим симметричную систему n + m обыкно­
венны х линейны х дифференциальны х 
уравнений второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Н аряду с методами чис­
ленного интегрирования системы, одним 
из эффективных методов реш ения данной 
системы (в случае задания небольш ого 
числа координатны х функций) является 
метод А .Н .Крылова, позволяю щ ий привес­
ти эту систему к одному эквивалентному 
ей дифференциальному уравнению  поряд­
ка 2(n + m).

Сконструированные разрешающие сис­
темы уравнений [1], дополненные надлежа­
щими граничными условиями, образуют в 
общем случае нелинейную краевую задачу 
на отыскание некоторой системы функций 
переменной x: на промежутке [0, l] измене­
ния независимой переменной x  отыскивает­
ся вектор-функция V  (x ) неизвестных, кото­
рая всюду внутри (0, l) удовлетворяет сис­
теме 2(m + n) обыкновенных дифференци­
альных уравнений первого порядка:

~ ~  = g  (V , x ) , 0 < x < l. 
dx

(6 )

Граничные условия в рассматриваемой 
двухточечной нелинейной краевой задаче 
связывают значения V0 =  lim  V  ( x )  и

x — +0

Vj =  lim  V  ( x ) некоторой системой транс-
x ———0

цендентных уравнений общего вида

D  V 0 ,V ) =  0. (7)

В уравнениях (6), (7) задаваемые век­
тор-функции g , D  считаются непрерывны­
ми вместе с первыми производными по всем 
указанным аргументам.

Решение нелинейной краевой задачи 
(6),(7) осуществляется с помощью введения 
числового параметра [3]. Для этого в нели­
нейное операторное уравнение вида 
T(v) = 0, символизирующее краевую задачу
(6), (7), вводится числовой параметр X:

T (v ,X) = 0, X0 < Х < Л ,

причем выполняются следующие равенства: 

T К , X 0) = 0, T (v ,Л ) -  T (v ) ,

где элемент v0 = v (X0 ) является решением 
параметрического уравнения при X = X0 .

Решение v(X 0 ) строится «по точкам» с 
помощью итерационного процесса дискрет­
ного продолжения по параметру X, начиная 
с известной точки (v0 , X0 ) . В данной работе 
используется одношаговый итерационный 
процесс, у которого при каждом шаге 
k  = 1, 2, ... в качестве начальной итерации 
принимается решение vk—1 = v (Xk—j ) ,  реш е­
ние рассматриваемой задачи на предыду­
щем шаге имеет вид

v° = vk v "k = A (v l —' ,Xk), n = I V . . ;
I vk = lim v l , k  = 1, 2, . . . .

n—w

Конструирование итерационного про­
цесса осуществляется на основе метода ли ­
неаризации [1], в котором оператор A(v, X) 
строится в неявной форме на основе записи 
эквивалентного операторного уравнения вида

[Tj (v, X)]v + T2 (v, X) = 0 . (8 )

Для дальнейшего построения итераци­
онного процесса воспользуемся методом 
Ньютона -  Канторовича (больше известного 
в западной литературе как метод Ньютона -  
Рафсона) [1], по которому, вводя индексы 
итерации n , n -  1 в уравнение (8) при каж­
дом n = 1, 2, . приходим к соотношению

T > r ',  X k )vkn +

+ T  (v nk \  X k ) — [Tv'(v I —1 , X k Ж —1 = 0 . (9)

Очевидно, что последовательность v nk  

определяется путем решения при каждом n 
соответствующего линейного операторного 
уравнения (линейной краевой задачи), а с 
учетом необходимого для численной реали­
зации перехода к соответствующей дис­
кретной задаче -  из решения системы алгеб­
раических уравнений.

Таким образом, постановка нелинейной 
краевой задачи по определению напряжен­
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но-деформированного состояния массива 
горных пород соответствует некоторому 
процессу квазистатического нагружения и 
автоматически включает задание некоторой 
программы нагружения.

Следовательно, имеем задачу на опре­
деление V ( х , X ) :

~ ~  = g  (V , х, X), 0 < х < l ,
dх

D (V 0 ,V , х ,X )  =  0; X 0 < Х < Л .  (10)

Применяя метод линеаризации к крае­
вой задаче типа (10), переходим к уравнени­
ям, тождественно равным уравнениям (10) и 
имеющим вид

^  = G  (V , X, х )V  + g t (V0, х, X);
dх

D0(V0,Vl , X ) V  +  D (V0 ,Vl , X ) V +

+  D  ( V 0,V , X) l =  0,

а итерационный процесс метода линеариза­
ции запишем в виде

d V n —wr r^n—ljr n . — n—l.— —  = Gl V + g, ;
dх

Dn—%  + + Dn—l = 0. (11)

Здесь индекс k  продолжения по число­
вому параметру X опущен.

Таким образом, система уравнений (11) 
является реализацией метода итерационного 
продолжения по числовому параметру X для 
получения решения нелинейной краевой 
задачи.

Подлежащая численному решению ли­
нейная краевая задача метода линеаризации
(11) заменяется соответствующей линейной 
разностной задачей. Последняя (система ли­
нейных алгебраических уравнений) возни­
кает при использовании универсальной 
двухточечной разностной схемы, для реш е­
ния которой применяется метод матричной 
прогонки [2].
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