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УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ 
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Описано решение обыкновенных дифференциальных уравнений , которые являются 
уравнениями в полных дифференциалах третьего порядка.
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EQUATIONS IN FULL DIFFERENTIALS OF THIRD ORDER

The article describes solution of the differentional equations in full differentials of third order. 
Keywords: differentional equations, solution, full differentials, third order.

М ногие физические процессы описы­
ваются обыкновенными дифференциаль­
ными уравнениями, поэтому возможность 
точного решения даж е частных случаев та­
ких уравнений имеет большое значение для 
теории и практики. О собенно это важно 
при построении и анализе моделей естест­
венных и технологических процессов. Мы 
показываем, что уравнения в полных диф ­
ференциалах третьего порядка могут быть 
решены в квадратурах.

Уравнением в полных дифференциалах 
второго порядка будет уравнение вида 
d  (d F ) = 0 ,  где функция F  = F  (x, y ) ,  а 

y  = y  (x) -  искомая функция. Согласно ра­

боте [1], такое уравнение имеет вид

y // + a( x, y ) y /2 + 2b( x, y) y 1 + c( x, y ) = 0 ,

8b da 8c , 2 8b
где —  = —  и —  + ac = b + — .

8y  8x  8y  8x

В этом случае функция F (x, y ) ,  задаю­

щая общ ее решение F (x, y ) = c1x  + c2 урав­

нения d  (d F  ) = 0 , равна

x f  x )
F  (x  y ) =  J M  x ,yc)c(x, yg)dx \dx +

x0\x0
y

+ y ) d x ,
y0

где интегрирующий множитель

f  x  y  ^
ц( x, y) = exp 1 b( x, у 0 )dx + J a( x, y )d y

V x0 y0

для некоторой фиксированной точки 
(x0, y 0) из области, в которой рассматрива­
ется уравнение.

Аналогичным образом, уравнением в 
полных дифференциалах третьего порядка 
будет уравнение d ( d (d F )) = 0 и общ ее ре­
шение такого уравнения определяется ра­
венством

F  (x, у  ) = Q  x 2 + С 2 x + С 3. (1)

Найдем вид такого уравнения в пред­
положении непрерывной дифференцируе­
мости всех функций необходим ое число раз
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в соответствующей области и в силу зави­
симости y  = y (x ) :

d (d (dF ))= d  V d 2 F  + 8 - d 2 y  j  =

(  ^ 2

d
8 2 F  , 2 „ 8 2 F  , , 8 2 F  , 2 8F ,2

dx + 2 - —— dxdy +----- — dy +------ d y
Л

8x 8ydx

= d 3 F  + 3
8 2 F  
8y 8x

8y  

d x d 2 y  +

8y

-i 82F  , ,2 8 F  3 (2 )
+  3 — T  d y d  y  +  —  d y  = 0  , (2 )

8y 8y

где обычный дифференциал функции двух  
переменных

,3^ 8 3 F  , 3 _ 8 3 F  , 2 ,
d F  = — — dx + 3 ------   dx dy  +

+ 3

8x 3 

8 3 F  

8y 2 8x

8y8x

^ 2 8 3 F  3dxdy +----- — d  y
8y

(3)

и dy = y 1 dx, dy  2 = y 1 d x 2, d y 3 = y 1 d x3,

d 2 y  = y 11 d x 2, d 3 y  = y  ш d x3.

Следовательно, уравнение в полных 
дифференциалах третьего порядка по (2), (3) 
имеет вид

y  ш + 3a(x, y  )y 7 y  " + 3b(x, y  )y " +

+ a (x , y  )y /3 + 3p(x, y  )y /2 +

+ 3y(x, y  )y 7 + c(x, y  )=  0 , (4)

где для ц = 8F /8y  выполняются равенства:
8F  8ц 8 ln ц

ua = — -  = - L-  ^  a = -------—
8y 8y 8y

, 82 F  8ц , 8 ln ц
цЬ = --------- = —  ^  b = --------

8y8x 8x 8x

8a  8b
^  —  = — ; (5)8x  8y

83F  8na  
ц а  = — т  =

8y  8y
8a 8a8 ln ц 8a 2

^ a  =  a +------ = a +
8y  8y  8y

—  = a + — ; (6)

цр =
83F  8цЬ

8y  8x  8y

_ 8 ln ц 7 8b 1 8b
^  В = ------— b + —  = ab + — ;

8y  8y  8y
(7)

цу =
8 3 F  8цЬ

^ y  =

8y 8x  2 8x

8 ln ц 7 8b l 2  8b
b + —  = b + —

8y 8x 8x  ’
(8)

цс =
8 3 F  8ц<? _  8цу

8x 3 8y  8x

8c 8 ln ц 8 ln ц 8у ,_4
^  —  + c    = -----  у +—  (9)

8y  8y  8x  8x

8с j3 , 7 8b 82b
 + ca = b + 3b ------ 1---- 2 . (10)
8y  8x  8x

Отметим, что из линейного уравнения 
(10) для c = c(x, y ) можно найти выражение 
для функции c(x, y ) .

По условию полного дифференциала 
(5) можно восстановить ln ц и ц :

Л
ц (  y ) = exp Jb(x, y 0 ) x  + J a(x, y ) y

y0
, (11)

где (x0 y 0) -  фиксированная точка рассмат­

риваемой области.

Т 8 Так как цу = —
8y

f  8 2 F  Л

v 8x 2 j
8
8x 8x 2V  ̂ j

то по условию полного дифференциала (9)
8 2 F

можно восстановить
8x 2

8 2 F  

8x 2

x
= / ц ^  y0 H x  y0 ) x -

x 0

y

+  J ц (x, y ) ( x, y )d x  .
y0

(12)

Т 8 2 F  8 f  8F  Л 8 f  8F  Л b 
Так как — — = —  I —  \ и — I —  \ = vb  ,

8x  8x  V 8x  j  8y  V 8x  j
то по условию полного дифференциала (8),

8F
используя (12), можно восстановить— :

8x

8 F J \
—  = J Jц (x, y0 )c(x, y0 )dx
8  x0 V x0

y

+  Jц (x , y )b(x, y ) y .
y0

dx  +

(13)
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Следовательно, по (5), (11), (13) и усло­

вию полного дифференциала цЬ = —  мож-
dx

но восстановить функцию F (x, у ) :

x  x  x

F (x  у )  =  J J  J  Ц(Х  У0 d ( x  У0 )dx
x0^ x0V x0

Л ^  
dx

J J

dx +

+
У

у  )dy (14)
У0

и по (1) получить общ ее реш ение уравне­
ния (4).

Таким образом, дифференциальное 
уравнение третьего порядка будет уравне­
нием в полных дифференциалах, если оно 
имеет вид (4) и выполняются условия (5)-(8) 
и (10). В этом случае его общ ее решение (1) 
определяется функцией (14), где использо­
вано уравнение (11). Этот класс уравнений,

решаемых в квадратурах, является новым 
(за исключением частных случаев) [2, 3].
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