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Из общих уравнений механики сплошной среды, теории тонких оболочек и уравне­
ний гидравлики составлена математическая модель нефтепровода, находящегося в скаль­
ном грунте, для дальнейшего расчета его напряженно-деформированного состояния при 
воздействии взрывных волн. Задача сформулирована в плоской постановке, для прямого 
интегрирования исходной системы уравнений выбран метод конечных разностей. На кон­
такте массива и трубопровода рассмотрены краевые условия вида «проскальзывание» и 
«жесткое защемление».

В настоящее время наращивание объемов перекачки нефти обусловливает необходи­
мость строительства дополнительных ниток нефтепроводов в одном коридоре с действую­
щими. При прокладке нефтепроводов в скальных грунтах сооружение траншей ведется с 
использованием энергии взрыва, в связи с чем возникает необходимость оценки воздейст­
вия энергии взрыва на эксплуатируемый (действующий) нефтепровод.

Напряжения, возникающие в стенке нефтепровода при сейсмическом воздействии 
взрыва, зависят от многих причин, но, в первую очередь, от расстояния между нефтепрово­
дом и зарядом взрывчатого вещества (ВВ), глубины заложения заряда ВВ и его массы. Для 
определения влияния воздействия взрыва на действующий подземный трубопровод необ­
ходимо провести большое количество натурных испытаний, что экономически и техниче­
ски не всегда возможно. Поэтому для изучения воздействия взрыва на трубопровод в рабо­
те используется численное моделирование взаимодействия продольной волны, распростра­
няющейся в упругой среде, с оболочкой, заполненной жидкой средой.

Изменение состояния упругого массива горных пород определяется системой диффе­
ренциальных уравнений в частных производных первого порядка, объединяющей в себе 
как уравнения движения, так и продифференцированный по времени закон Гука [1]:

Ключевые слова: математическая модель, нефтепровод, взрывная волна, скальный грунт.

du _ dorr
dt dr r дв
du _da^L + 1  dog
dt dr r дв

(1)

Систему (1) можно записать в матричной форме:
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(2 )

где U = (u, u , c rr, с 00, a r0)r -  матрица-столбец неизвестных; Т  -  символ транспонирования. 
Постоянные матрицы А  = -(ау)5х5; B  = -(by) и Q = -(qtj) являются квадратными матрицами 
5-го порядка с элементами

a \ 3  =  a 2 5  =  a 3 \  =  b 1 5  =  b 2 4  =  b 4 2  =  q 1 3  =  - q 1 4  =  q 4 1  =  1  ;  

a 4 1  =  b 4 2  =  q 3 1  =  1  -  2 b ,  a 5 2  =  b 5 1  =  - q 5 2  =  b ,  q 2 5  =  2  ;

остальные элементы этих матриц равны нулю; u, и -  радиальная и тангенциальная компо-
„ , 1 -  2vненты вектора скоростей; c rr, с 00, c r0 -  компоненты тензора напряжении; b = —,------ г ; v -

2(1 - v )
коэффициент Пуассона.

М атричное уравнение (2) записано в безразмерном виде. Здесь координата r  отнесена 
к характерному радиусу срединной поверхности оболочки (трубы) R  ; время t отнесено к

~ ё (-У Гвеличине R  /  с , где с =.
Pj  + уГ  -  2v)

скорость распространения продольных волн в мас-

0 0 .,0 _0 _0

сиве; Е  -  модуль Ю нга; р -  плотность среды. Компоненты вектора скоростей u, и отнесены 
к величине с, а напряжения c rr, с 00, c r0 -  к величине рс2.

В начальный момент времени (t = 0) состояние массива горных пород, примыкающего 
к трубопроводу известно: U(0, r, 0) = U°(r, 0), где U°(r, 0) -  заданный вектор. Перед фрон-

0 Г", где u0, и 0 -  компоненты 

вектора скоростей в начальный момент времени; a°r , с00, с°0 -  компоненты тензора напря­
жений в начальный момент времени. Значения компонент тензора напряжений за фронтом 
волны определяются по формулам [5]:

u0 = - c 0(^)cos 0;

том падающей волны U 0 = 0; за фронтом U 0 = (г

и0 = c 0(^)sin 0; 

с ^  = - с 0(^)(1 -  2b sin2 0); 

o 00= - o 0(^(1 -  2b cos2 0); 

C 0 = c 0(^)b sin 20.

(3)

В формулах (3) функция с 0j ;)  задает распре­
деление нормальных напряжений за фронтом 
волны при t = 0 ; £, -  расстояние от точки мас­
сива до фронта волны.

Для прямого численного интегрирования 
системы (1) искомую область изменения пере­
менных (r, 0), т.е. расчетную область, разобьем 
на прямоугольные ячейки прямыми r  = rk (k = 1, 
2, ..., K) и 0 = 0 y ( j  = 1,2,..., J ), а в пространстве

(r, 0, t) выделим элементарный параллелепи­
пед объемом V  (рис.1).

Интегрируя уравнение (2) по объему V  и 
преобразовав полученный объемный интеграл 
по формуле Гаусса, имеем

Рис.1. Конечно-разностная схема для определения 
напряженно-деформированнного состояния (НДС) 

массива горных пород
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J  i u c o s (n ,t) . A U cos(n,r) + —B U cos(n,0)JdS = J —Q U dV , (4)
s  V r J V

где S  -  боковая поверхность параллелепипеда; n  -  внешняя нормаль к ней; V  -  объем па­
раллелепипеда.

Считая, что на каждой грани элементарного параллелепипеда вектор U  сохраняет по­
стоянное значение, с точностью до малых первого порядка получим

(  - U, ) А  .  A  ( , ,  - U , 1 B  Uk,,.! -  U , ) h; т = 1  Q U ^ z  . (5)

В разностном уравнении (5) верхними индексами обозначено значение искомого век­
тора U  на верхней грани параллелепипеда, крышками -  его значения на боковых гранях, 
нижними индексами -  значения на нижней грани. Для определения этих величин применим 
метод «расщепления» [1], в соответствии с которым значение вектора U  на боковой грани 
параллелепипеда V  находится из решения одномерной задачи Римана о распаде произволь­
ного разрыва:

A (Uk.1,, -  U k J) = ф aUk , -  ФA U k.1,, -  Ф A U k-1,,;

B ( U k ,, . 1 -  U k, j ) = Ф s U k ,  -  ф -sU k, , . 1 -  Ф А U K, - 1.

Здесь матрицы Ф а и O s  определяются по формулам Фа = Л- M ±Л A ; O s = Л- M ±Лs ;

Фа = Ф . . Ф -i ; Фs = O s . O s ; M ± = -2( м |± М ), где М -  диагональная матрица 5-го поряд­

ка собственных значений матриц А  и В, причем матрицы А  и В  обладают полным набором 
собственных значений цг- (  = 1 ,2 ,..., 5), одним и тем же для обеих матриц; Л A, Л s -  матри­
цы собственных векторов, отвечающих собственным значениям матриц А  и s .

После необходимых преобразований уравнение (5) примет вид

U k  = ( E - f  Фа ^ Ф s  . 1  Q t I u ,  . ( U k . , , ,  M O s U j  ) . ( 6 )
V hr A rh0 s r J

С помощью формулы (6) осуществляется переход с временного слоя, отвечающего 
моменту времени t = t ', на следующий временной слой t = t ' . т  (т -  временной шаг интег­
рирования). Формула (6) дает возможность найти новые значения вектора U  только во 
внутренних ячейках расчетной области, т.е. в ячейках, не имеющих общих точек с грани­
цей оболочки. Для нахождения решения (U-1,,, Uk,-1, Uk, J + 1) в граничных ячейках (k = 0, 
j  = 0 и j  = J) необходимо привлечь краевые условия. Так как величины u, u rr, ст00 четны по 
координате 0; v ; стг0 нечетны, то на линии симметрии 0 = 0,л; и = 0; стг0 = 0. Вводим фик­
тивные ячейки (k,-1) и (k,J+1), полагая

Uk- 1  = diag(1,-1,1,1,-1)Uk,0 ;
Ukj +1 = diag(1,-1,1,1,-1)UkJ .

Н а линии контакта массива горных пород и оболочки имеем два условия, которые в 
матричной форме можно записать в виде

SU-u  = W ,

где S  -  двухстрочная матрица, зависящая от вида контакта, при «проскальзывании»
(10 0 00 ^ (1 0 0 0 0 ^

S  = , при «жестком защемлении» S  = ; W  -  двухкомпонентный вектор; f  -
V00 -  f  01 J V01000J

коэффициент трения.
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Используя основные положения теории тонких оболочек, считаем, что деформации и 
углы  поворота малы, материал изотропен и подчиняется линейному закону Гука. П риня­
тие этих ограничений позволяет описать напряженное состояние трубопровода извест­
ными уравнениями Н овожилова в рамках плоской деформации и с учетом продифферен­
цированного закона Гука [2]:

du dT
ph ¥ = l i + N + q »;

h dw dN
ph—  _ ------ T + qr;

dt de
, 3 dra dM лт

ph3 —  _ --------N ;
dt de

dT Eh (  du
dt 1 - v 2 i de

+ w I;
(7)

dM Eh3 dra
dt 12(1 - v 2) de

dN (  dw
 _ hOl ю +------- u I.
dt [ de

Система дифференциальных уравнений первого порядка в частных производных (7) в 
матричной форме имеет вид

dV  dV
—  + F —  _ CV + P  ,
dt de

(8)

где V  _ (u , w, ю, T , M , N  )T -  вектор неизвестных; F  _ - ( f .  )6х6, C _ (е .  ) P _ ( p iJ) -  посто­

янные матрицы 6-го порядка с элементами

f  _ f  _ f  _ c _ c _ c _ 1 . f  _ f  _ c _ Eh f  _ c r j  ; c _ 1 2 0  ;
f  14 _ f  26 _ f 35 _ C16 _ C24 _ C36 _ , ; f 41 _ f 53 _ C42 “  2 ; f 62 _ C61 _ r h  ; C63 _  , ;ph 1 -  v h

Pn _ ph P 21 _ ph

остальные элементы этих матриц равны нулю; u 
и w  -  радиальная и тангенциальная компоненты

„  _  h 2 г '
вектора скоростей; ю _ —  ю ; ю -  скорость сдви­

га; h -  толщина оболочки; Т  и N  -  касательные и t+x 
нормальные усилия соответственно; М  -  изги-

E  tбающий момент; Г  _ -----------; E  -  модуль Юн-
2(1 + v)

га; v -  коэффициент Пуассона; p -  плотность 
материала трубы; qe и qr -  компоненты по­
верхностной нагрузки.

Уравнение (8) записано в безразмерном 
виде. Здесь плотность материала трубы p от­
несена к p0 -  плотности материала массива; 
компоненты вектора скоростей u, w  отнесены 
к скорости продольной волны в массиве C0; 
усилия N  и T  -  к величине ^ p 0C^; время t -
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Рис.2. Конечно-разностная схема для определения 
НДС оболочки
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к R/с^  изгибающий момент М  -  к R 2p0c0 ; скорость сдвига ю отнесена к c0 / R  ; толщина 

трубы h отнесена к ее радиусу R; параметры E  ,G, q0, qr отнесены к p0 с0 .
Интегрируя матричное уравнение (8) по объему (прямоугольник) Q  = [t, t + т]х[0., 0 i+1] 

(рис.2), получим

J  (F V d t -  Vd0) = J J  (C V  + P )d t  d0 ; (9)

V. = V. - — F (П .+1 -  П .) + D  т , 
h0

(10)

где Dr = (CV + P ) . ; Ц .+1 =  J ^ ; Ц . =  J V̂.d t .
t t

Здесь верхним индексом обозначено значение вектора неизвестных V  на верхней сто­
роне прямоугольника, крышкой -  его значения на боковых сторонах, нижним индексом -  
значения на нижней стороне. Для определения этих величин, как и при расчете вектора U  
для массива, применяется метод «расщепления» [1]:

т т
V ’ = (E  -  —  Ф) V + —  (Ф + Vi- 1 + Ф -  V+ 1) + т 

h0  h0

т т( e - — Ф) D i + —  (Ф+Di-1 + Ф - Di+1)
h0  2h0

(11)

Для определения векторов V-1, D -1, Vj+1, Dj+1 используем симметрию относительно лу­
чей 0 = 0, 0 = %, полагая в фиктивных ячейках с номерами -1  и J +1 следующие значения:

V-1 = diag(-1,1,-1,1,1,-1)V0 ; V+1 = diag(-1,1,-1,1,1,-1)V, ; P-1 = diag(-1,1,-1,1,1,-1)P0 ;

Pj+1 = diag(-1,1,-1,1,1,-1)Pj; D-1 = CV-1 + P-1; Dj+1 = CVj+1 + Pj[  j + 1

Движение жидкости внутри оболочки описывается известными линеаризованными 
уравнениями Эйлера и уравнением неразрывности с учетом сжимаемости жидкости [3]:

д п „

d t
d u 0

d t

dp  ; 

d r ;

1 dp ; 
r  5 0 ’

(12)

1 d u 0dp  1 d
—  = ---------(u ~r) —
dt r  dr r  d 0

Система дифференциальных уравнений (12) в матричной форме имеет вид

dA dA dA 
—  + L  —  + C —  = K A , 
dt dr d0

(13)

где A  = (ur,u0, p f  -  вектор неизвестных; L  = (ltj )3х3, C = {cij f K  = (kij )з з -  матрицы 3-го по­

рядка с элементами l13 = l31 = 1 ; c23 = c32 = - k 31 = 1/ r , остальные элементы этих матриц рав­
ны нулю; r, 0 -  текущие координаты; p  -  давление; ur, u0 -  компоненты вектора скоростей.

М атричное уравнение (13) записано в безразмерном виде. Здесь компоненты вектора 
скоростей ur, u0 отнесены к скорости распространения продольной волны в жидкости а 0; 
время t отнесено к R /a0; давление p  -  к p0a0 . Решение уравнения (13) осуществляется тем 
же методом «расщепления» [1], использованным при решении уравнения (3), основное от­
личие заключается только в наборе собственных значений матриц L  и С.

Расчетная формула, описывающая изменение состояния жидкости, имеет вид
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A kk = I E - h -Ф l - - L o c  + Кт IAkj + (ф -A,+1,j + Ф+A,-1,j) + f  Cfk,j+1 + Ф CAkj-1 f  (14)
V h r h 0 J

Формула (14) дает возможность найти новые значения вектора А  только во внутренних 
ячейках расчетной области, т.е. в ячейках, не имеющих общих точек с границей оболочки. 
Поэтому необходимо ввести краевые условия на линии контакта оболочки и жидкости, ко­
торые могут быть записаны в матричной форме:

cSA-1,j = Wa0, (15)

где S  -  однострочная матрица, имеющая вид S  = (1,0, 0 ) .
Таким образом, замкнутая система дифференциальных уравнений (6), (11) и (14) с учетом 

граничных и начальных условий представляет собой математическую модель совместного 
движения грунта, трубопровода и заполняющей его жидкости в условиях внешнего динамиче­
ского нагружения. Сформулированная краевая задача на основе разработанного численного 
алгоритма сведена к вычислительной программе на алгоритмическом языке Фортран-90 [4], с 
помощью которой можно оценить влияние воздействия сейсмовзрывной волны на напряжен­
но-деформированное состояние трубопровода.
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MATHEMATICAL MODELING OF THE IMPACT OF BLAST WAVES ON 
UNDERGROUND PIPELINES

A.P.GOSPODARIKOV, Dr. o f Engineering Sciences, Professor, kaf_matem_spmi@mail.ru 
G.A.KOLTON, PhD in Physics and Mathematics, Associate Professor, kaf_matem_spmi@mail.ru 
E.L.BULDAKOV, Postgraduate student, bullduckoff@mail.ru 
National Mineral Resources University (Mining University), St Petersburg, Russia

Mathematical modeling of the impact of blast waves on the underground pipeline was com­
posed from general equations of continuum mechanics, shell theory and hydraulics equations. The 
problem is formulated in the plane formulation for direct integration of the native system of equa­
tions’ chosen method of finite differences. At the contact of the array and the pipeline, boundary 
conditions of slippage and rigid clamping are considered.
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