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Аннотация. Предложена методика построения цифровой модели рельефа по результатам аэрофотосъемки 
с беспилотного воздушного судна, основанная на разделении исходного облака точек на равные сегменты. Это 
позволяет, сделав допущение о линейном характере изменения высоты точек в отдельном сегменте, аппрокси-
мировать их отдельными плоскостями. По рассеиванию точек относительно аппроксимирующих поверхностей 
были рассчитаны среднеквадратические погрешности моделей относительно исходных данных, что позволило 
выявить зависимость погрешности построения модели относительно размеров составляющих их сегментов, 
а также предложить метод фильтрации ячеек, содержащих выбросы относительно ожидаемой погрешности 
модели. Предлагаемая методика была апробирована на моделях трех горных объектов – известнякового карьера, 
отвала фосфогипса и торфяного разреза. Результаты эксперимента показали кратное уменьшение погрешности 
модели относительно стандартных DEM моделей, что обеспечивает требуемую точность, предъявляемую 
к горно-графической документации. 
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Введение. Разработка месторождений полезных ископаемых неразрывно связана с маркшей-
дерским обеспечением [1], которое включает инженерное сопровождение горных работ [2], 
наблюдение за геомеханическими процессами [3, 4], учет движения объемов полезного ископае-
мого [5], сбор, хранение и обобщение информации о пространственно-временных изменениях, 
происходящих как на земной поверхности, так и под землей [6]. Объединяет эти задачи понятие 
маркшейдерской съемки, включающее процессы инструментальных измерений, их математиче-
ской обработки, и представление полученных данных в удобной для последующей работы форме 
[7, 8]. Последовательность выполняемых операций на каждом этапе должна обеспечивать строгий 
контроль качества получаемых, используемых и выдаваемых данных с возможностью локализа-
ции и фильтрации содержащих недопустимые погрешности (выбросы) [9]. 

Эмпирическое определение погрешностей основано на статистической оценке закономерно-
стей рассеивания измерений. Необходимым условием при этом является наличие избыточных из-
мерений, общее количество которых обеспечивает надежность формируемых таким образом оце-
нок. Избыточные измерения формируются при определенных геометрических условиях, таких 
 как равенство повторных измерений между собой или равенство нулю сумм приращений коорди-
нат или высот в замкнутых полигонах [10]. При отсутствии избыточных измерений оценка точно-
сти становится возможна лишь в виде предположения, основывающегося на экстраполяции по-
грешностей измерений на результат, что позволяет получить лишь ожидаемые погрешности, а не 
найти фактические. 
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Большинство инженерных маркшейдерских съемок, которые направлены на геометрическое 
обеспечение горных работ, связанных с решением задач определения объемов добытой горной 
массы, построением маркшейдерской горно-графической документации, выносом проектных 
координат в натуру и т.д., не формируют достаточного объема избыточных измерений. В таком 
случае контроль качества работ требует дополнительных выборочных съемок, что, в свою очередь, 
допускает риск получения ложных выводов за счет экстраполяции результатов локальной про-
верки на всю работу в целом. Современные средства маркшейдерских измерений, примерами ко-
торых могут служить наземные и воздушные лазерно-сканирующие системы, беспилотные фото-
грамметрические системы, получили повсеместное внедрение [11, 12], поскольку позволяют 
минимизировать время выполнения полевых работ. Однако при всех своих преимуществах (ско-
рости и полноте собираемых данных, безопасности выполнения работ) вопросы обработки полу-
чаемых данных, оценки их точности, сопоставления разновременных моделей и решение с их по-
мощью инженерных горно-геологических задач до сих пор не найдены [13, 14]. 

Постановка проблемы. Высокая скорость съемки и полнота данных, получаемых сред-
ствами лазерно-сканирующих и фотограмметрических съемок, достигаются за счет автоматизации 
процесса измерений, которая может быть получена только при полном отсутствии априорного вы-
бора конкретных объектов съемки, другими словами, пользователь может заранее указать лишь 
общую область съемки, а не отдельные интересующие его объекты. В результате формируемые 
этими системами массивы данных «облака точек» представляют собой набор координат, нерегу-
лярно и случайно покрывающий объект съемки [15, 16]. 

Случайность данных дистанционного зондирования не позволяет выполнить прямое сравне-
ние нескольких разновременных съемок, так как каждый раз точки будут по-новому размещаться 
на снимаемом объекте, не позволяя заранее однозначно предсказать фактическое содержание 
модели и требуя сбора избыточной информации для гарантии результата, поэтому объем данных 
может превышать десятки и сотни миллионов точек. Показательно, что такой объем информации 
лишь уменьшает случайность и дискретность модели, не решая проблему, подменяя ее трудно-
стями с хранением, обработкой и передачей больших данных [17]. 

Если проблема случайности модели может быть экстенсивно снижена увеличением плотно-
сти точек, то проблема дискретности – нет. Какова бы ни была плотность сформированного об-
лака, дискретные точки не в состоянии полностью заполнить все пространство модели. В свою 
очередь, одно из основных требований, предъявляемых к горно-графической документации, – воз-
можность получения информации в любой точке, для чего необходимо интерполировать содержа-
щиеся в облаке точки [18]. 

Данная задача решается путем построения цифровых моделей местности (ЦММ), вопросам 
создания которых посвящены научные работы [2, 11]. ЦММ в горном деле использовались при 
решении задач планирования и оценки запасов полезных ископаемых, моделирования геомехани-
ческих процессов [19] методами конечных элементов, оценки рисков экологических аварий [20].  

Стандартным способом построения ЦММ для решения инженерных задач является интерпо-
ляция пространства между точками треугольными полигонами, вершины которых определяются 
по алгоритму Делоне или подобным ему. Такой алгоритм построения ЦММ эффективно работает 
для съемок, результат которых состоит из набора характерных точек местности, выбранных марк-
шейдером при проведения съемочных работ, исходя из его личного опыта и представления 
о форме рельефа. Выбранные специалистом точки образуют массив характерных точек рельефа, 
позволяющих выбрать структурные линии, формирующие модель, адекватную снимаемому 
рельефу [21]. 

Применение подобной процедуры к облакам точек высокой плотности не показывает вы-
сокой эффективности, поскольку объем получаемой полигональной модели удваивается отно-
сительно исходной из-за того, что она должна содержать в себе сведения не только о точках, 
но и об их связях между собой. Сама же модель останется нерегулярной и примет все погреш-
ности исходных данных, не обладая при этом инструментами явной оценки точности состав-
ляющих ее полигонов и требуя дополнительных ресурсов для последующей работы [22]. Снижение 
требований к ресурсам, необходимым для обработки таких моделей, достигается в основном путем 
предварительного разряжения исходного облака точек, что в результате уменьшает и плотность 
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результирующей модели. При этом, очевидно, снижаются подробность и информативность мо-
дели, а также обесценивается предварительно выполненная работа по определению положения 
удаленных из обработки точек [23]. 

Потенциальным способом нивелирования недостатков полигональных моделей является 
использование сегментированных GRID моделей, состоящих из набора равных по типу и раз-
мерам территориально сопряженных ячеек, упорядоченных в виде матрицы [24]. Регулярность 
получаемой модели делает ее более устойчивой к случайности распределения исходных точек 
в плане за счет того, что положение границ составляющих модель сегментов определяется раз-
мером ячейки и положением единственной начальной точки [25]. Весомым преимуществом 
такого подхода является также инвариантность итогового объема данных модели относительно 
исходного облака точек, которая достигается благодаря наполнению модели информацией путем 
создания в каждой ячейке атрибутов, обобщающих необходимые свойства попавших в ее границы 
точек [26]. 

Благодаря указанным преимуществам сегментированные модели нашли широкое применение 
в задачах по геодезии и картографии, а вопросы их создания и совершенствования не теряют ак-
туальности и решаются учеными всего мира [27-29]. 

GRID модели используются в задачах по картографии [30], таксации лесов [31, 32] и общей 
связи с ГИС-системами. Однако, несмотря на многие явные преимущества сегментированных мо-
делей, вопросы их использования для решения задач горного и маркшейдерского дела остаются 
не решенными [5]. Одним из фундаментальных препятствий к их внедрению в повседневную прак-
тику является отсутствие инструментов оценки их точности [33]. Оценка точности сегментирован-
ных моделей выполняется путем дополнительных измерений геодезическими средствами для вы-
борочного контроля качества выполненных работ, но требует дополнительных затрат времени и 
средств [34].  

Цель данной работы заключается в описании разработанного авторами метода оценки точно-
сти сегментированных моделей по их внутреннему наполнению, выявлении основных зависимо-
стей формирования погрешностей сегментированных моделей и определении их оптимальных па-
раметров применительно к решению задач в горном деле. 

Методы. Стандартной формой хранения сегментированных ЦММ является DEM (Digital ele-
vation model) формат, представляющий собой геопривязанное растровое изображение, в котором 
значения пикселей определяют среднюю высотную отметку в каждой ячейке [35]. Так как ни сам 
формат, ни программы, его создающие, не дают информации о качестве определения результиру-
ющих высотных отметок, авторским коллективом была разработана собственная программа, поз-
воляющая рассчитывать сегментированные модели из облаков точек с сохранением информации 
о погрешностях аппроксимации точек в отдельных ячейках, а также рассчитывать на их основании 
общую среднеквадратическую погрешность всей модели в целом.  

В качестве аппроксимирующих функций были рассмотрены два варианта: 
• средняя отметка всех точек в ячейке (стандартная DEM модель); 
• плоскость, задаваемая функцией вида Z = Ax + By + C; параметры A, B и C определялись по 

методу наименьших квадратов (авторская PLANE модель): 

  2
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Среднеквадратическая погрешность аппроксимации точек в k-й ячейке может быть найдена 
по формуле 
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где ˆ
kZ  – отметка, вычисленная по аппроксимирующей функции k-й ячейки в точке (xi, yi);  

zi – высотная отметка точки (xi, yi); nk – количество точек в k-й ячейке; rk – количество степеней 
свободы в k-й ячейке, определяемое в зависимости от типа аппроксимирующей поверхности 
(rk = nk – 1 для средней отметки; rk = nk – 3 для плоскости). 
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Общая среднеквадратическая погрешность модели может быть вычислена на основе средне-
квадратических погрешностей аппроксимации отдельных ячеек (2) с учетом количества степеней 
свободы, участвующих в их определении: 

 2
1

1

N
k kk

N
kk

m r
M

r




 



, (3) 

где mk – среднеквадратическая погрешность аппроксимации в k-й ячейке; N – количество присут-
ствующих в модели ячеек. 

В качестве исследуемых выбраны три горных объекта, модели которых были получены фото-
грамметрическим способом, расчет облаков точек выполнялся в программе Agisoft Metashape 
(рис.1, таблица). 

 
Основные характеристики исследуемых объектов 

 

Параметр Известняковый карьер Отвал фосфогипса Торфяное месторождение 

Площадь, га 41 159 28 
Перепад высот, м 132 112 23 
Количество точек в исходной модели, тыс. точек 11823 16242 5331 
Объем модели (формат .asci), Мб 956 529 365 
Используемый БЛА DJI Phantom 3 PRO Autel Robotics EVO II Pro DJI Phantom 4 PRO 
Высота съемки, м 100 150 150 
Количество снимков, шт. 127 1800 536 
Размер матрицы, inch CMOS 1/2,3  1  1  
Разрешение снимков, Mpixels 12,4 20 20 

 
По каждому облаку точек были построены сегментированные модели с размером ячейки 1; 

1,5; 2; 2,5; 5; 10; 15; 20; 25; 50 м, рассчитаны СКП (среднеквадратические погрешности) каждой 
ячейки (при положительном значении rk), найдены общие СКП моделей, а также построены карты 
распределения СКП внутри каждой модели. 

Обсуждение результатов. Рассчитанные для каждого случая по формуле (3) среднеквадра-
тические погрешности моделей представлены на графиках (рис.2). 

При анализе полученных зависимостей видно, что погрешности DEM моделей одинаково ве-
дут себя во всех рассматриваемых объектах, пропорционально уменьшаясь вместе с размером 
ячейки в модели. При этом для равных значений размеров ячеек в разных моделях достигаются 
разные значения СКП, возрастающие прямо пропорционально увеличению общего перепада вы-
сот в модели, приведенного в таблице. Средняя высотная отметка, использующаяся при построе-
нии DEM модели, не позволяет дать состоятельную оценку точкам в аппроксимируемой площади 
при наличии в ней негоризонтальных участков, погрешность результирующей высоты в ячейке 
прямо связана с величиной перепада высот внутри нее. Уменьшение размера ячейки снижает шанс 
большого перепада высоты, тем самым уменьшая погрешность модели в целом. 

Рис.1. Облака точек, исследуемых в работе объектов: а – известняковый карьер; б – отвал фосфогипса; в – торфяное  
месторождение 

 

 

 а б в 
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Однако полученные для 
минимальных из рассмотрен-
ных размеров ячеек в один метр 
погрешности превышают значе-
ния, допустимые для маркшей-
дерских съемок. Формально, 
экстраполировав линейный ха-
рактер погрешности модели, 
можно определить необходи-
мый размер ячейки для каждого 
случая. Но в силу того, что ко-
личество ячеек в модели увели-
чивается относительно размера 
ячейки квадратично, такое ре-
шение приведет к лавинообраз-
ному увеличению объема об-
щей модели, что повлечет за 
собой как проблемы с наполне-
нием сформированных ячеек 
информацией, так и трудности с 
хранением, передачей и обра-
боткой модели в целом. 

Использование в качестве 
аппроксимирующей поверхно-
сти плоскости снижает влияние 
характера распределения высот 
внутри ячейки на погрешность 
модели в целом. Такой эффект 
достигается за счет того, что 
PLANE модель будет каче-

ственно повторять исходный набор данных в случае равномерного изменения высоты в рамках 
отдельной ячейки. При сопоставлении зависимости погрешности PLANE и DEM моделей видно, 
что, за исключением моделей известнякового карьера с размерами ячеек 1-5 м, выдвинутое пред-
положение соответствует результатам эксперимента. 

Выделенная аномалия выявляет основной недостаток PLANE модели – в случае аппроксима-
ции рельефа, содержащего вертикальные участки, функция (1) может дать неопределенное значе-
ние, высотой отметки стремящееся к ±∞. Среднеквадратическая погрешность, рассчитываемая по 
формулам (2) и (3), в силу возведения в квадрат отклонений между отметками модели и точками 
облака чувствительна к наличию в исходных данных грубых результатов, поэтому может дать за-
вышенное значение. На рис.3 представлены зависимости погрешностей модели с распределением 
погрешности отдельных ячеек в ней. 

При анализе распределения погрешностей ячеек внутри модели видно, что выбросы в значе-
ниях погрешности PLANE модели с малыми размерами ячеек вызваны присутствием в выборке 
малочисленных ячеек с грубыми ошибками, превышающими в отдельных случаях сотни метров, 
что физически невозможно, исходя из фактического перепада высот внутри модели (см. таблицу). 
Ячеек с таким значением СКП при больших размерах ячеек нет, поскольку большая аппроксими-
руемая площадь внутри ячейки содержит помимо вертикально распределенных точек участки 
местности с более плоским рельефом, «выполаживающим» результирующую поверхность. Мак-
симальная погрешность аппроксимации точек в ячейке при этом совпадает с максимальной по-
грешностью DEM модели. Постоянство результирующей отметки внутри ячейки DEM модели не 
позволяет ее СКП превысить некоторое пороговое значение, инвариантное к размеру ячейки мо-
дели и определяемое перепадом высот в самом исходном облаке точек. 

Рис.2. Зависимость СКП сегментированных моделей от размера ячейки  
модели для объектов: а – известняковый карьер; б – отвал фосфогипса;  

в – торфяное месторождение 
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Во всех рассматриваемых случаях как для DEM, так и для PLANE модели рассчитанное зна-
чение общей СКП модели смещено от медианного значения распределения погрешности отдель-
ных, составляющих ее ячеек в большую сторону, что также является следствием грубых неустра-
ненных погрешностей в отдельных ячейках модели. 

Для исправления выявленного смещения были отфильтрованы ячейки, которые содержат 
значения СКП, выходящие за верхний предел статистически значимой выборки рассматривае-
мой модели: 

max 3 1,5m Q IQR  , (4) 

где IQR – межквартильный размах (разница между квартилями выборки Q3 и Q1 – значениями, 
разделяющими в упорядоченном ряду СКП ячеек модели первые 75 и 25 % от общего количества 
значений соответственно). 

Выбор в пользу формулы (4) для определения допустимого значения СКП и отказ от других 
статистических критериев нахождения выбросов был сделан исходя из того, что общее распреде-
ление погрешностей отдельных сегментов внутри модели имеет существенную левостороннюю 
асимметрию, что видно на диаграммах рассеивания (рис.3). Применение формулы (4) дает боль-
шую устойчивость результатов в случае ненормального распределения случайной величины. 

Значения общих СКП моделей после фильтрации представлены на рис.4. Графики показы-
вают, что после фильтрации ячеек, содержащих выбросы, вид зависимости изменения СКП мо-
дели во всех случаях принимает плавный характер. При этом вид зависимости для каждого из рас-
смотренных объектов имеет некоторые характерные особенности, объяснимые индивидуальным 
распределением рельефа внутри сетки сегментированной модели. Следует обратить внимание на 
подобие формы кривых распределения погрешностей DEM и PLANE моделей в рамках каждого 
из рассмотренных объектов, а также на то, что СКП PLANE модели в 1,5-10 раз меньше относи-
тельно аналогичной DEM модели. 

На рис.5 изображена карта распределения погрешности PLANE модели объекта «Известня-
ковый карьер» после фильтрации. При визуальном анализе видно, что, даже несмотря на большой 
размер ячейки, доминирующая площадь модели определена с погрешностями, не превышающими 
10 см, что отвечает требованиям, предъявляемым к горно-графической документации. Редкие 
значения, превышающие порог в 0,1 м, локализованы в участках рельефа, содержащих не типичные 

Рис.3. Распределение СКП отдельных ячеек внутри моделей: а – DEM модели; б – PLANE модели 
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для основной модели объекты, например негабариты, обозначающие берму безопасности, вывалы 
на откосах, растительность, постройки в северной части карьера и т.д. 

Заключение. Качество каждой модели, наравне с ее наполнением, является уникальным для 
каждого случая съемки. Общая погрешность модели складывается из набора отдельных слабо кор-
релирующих между собой факторов, определяющих качество внутреннего и внешнего ориентиро-
вания модели и погрешность измерений при съемке. Сложность определения и управления этими 
факторами на практике часто приводит к результатам непредсказуемого и неудовлетворительного 
качества, отчего возможность апостериорной оценки точности результирующей модели приобре-
тает дополнительную ценность [17]. 

Предлагаемый метод моделирования позволяет сопоставить каждый элемент с мерой его точ-
ности. Полученные в результате PLANE модели соответствуют по своей точности требованиям, 
предъявляемым к горно-графической документации, а порядок выполненного эксперимента и об-
работки его результатов можно рассматривать как инструмент комплексного анализа качества по-
лучаемых облаков точек. 

Несмотря на то что полученные результаты исследования решают сформулированные 
во вводной части задачи, описанные подходы являются скорее инструментом, предоставляющим 
широкие возможности решения различных горно-технических задач. Объем данных в результате 
аппроксимации исходных облаков точек кратно уменьшился относительно исходного облака 
(в 100-300 раз для модели с размером ячейки в один метр и еще больших значений для ячеек боль-
шего размера). Все это позволяет в перспективе использовать получаемые модели не только для 
решения инженерных задач, но и для глубокого обучения нейронных сетей при прогнозе гео-
динамических проявлений, компьютерного зрения при беспилотном управлении горной техники 
и множества других задач. 

Рис.4. Зависимость СКП сегментированных моделей от размера ячейки 
модели после фильтрации для объектов: а – известняковый карьер; 

 б – отвал фосфогипса; в – торфяное месторождение 
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