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O HeroTOpHX 3aJa9aX JHHAMHEHW, CBA3aHHHX
¢ TOPHOOOOTATHTEOJILHHM eJ0M
‘ H, II. Heponos.

Sur quelques problémes de dynamique
N. Neronoff
§ 1. & Teopun mapoBoit MeABLHHNK 1,

OrpamuymMed pacCMOTPEHHMEM INADOBOH MEJLHUIM, cocToAmel M3 MHJIMAIPUYECKOTo
dapabaHa ¢ TOPH30HTAJbHOR O0CbI0 BPAmeHUA ¥ 3arpyxeHHOR cMechbi0 MapoB M PYAHL
B 1alopaTopHBIX ONHTAX MHOTAA MMeeT MecTo 3arpyska ofEuMu mapamd. I[Ipm nagge-
#anefi yraooif ckopocTd BpameHud Oapalama # cooTBercTByIomefl BeJHYWHE 3arPYySRH
YVCTAHABJANBAETCS DPEMHM, CYMHOCTH KOTOPOr0, KAk M3BECTHO, COCTOMT B clefyIOIIeM.
Ilfapu, Bpamapmuecd IepBOHAY3JbHO BMecre ¢ OapabamoM, Eak OJHO IeJoe, B HEEQTO-
PHIl MOMEHT HAYWHANWT CBOe [BUEeHHe OTHOCHTCAHHO OapabaHa M, majad BHH3, Apo0aT
pyay yaapom. lag peryaupoBanmd paloTsl mapoBoff MeJpHHIH HYEHO 3HATH JelicTBH-
TelbHLIE TPacKTOPUH INAPOB 33 BpeMA MX OTHOCHTEJBHOIO JBHEKEHHA, B JACTHOCTH (0Jb-
Y0 Podb MTpaeT TPaeKTOPEA BHeIIHero paja mapoB. Mexny TeM cmocol HaX0EJeHHA
e, YKasbiBaeMLlll B TexHmYeckoff xmreparype, He MomeT OHITb NPU3HAH BIIOJIHE TOYHBIM,
paBHEBIM 00pasoyM M INONOHTEH - HCHPABHTL ero, Kak OCHOBAHHHe Ha 0oJee IIH MeHee LPo-
U3BOIBHHX JONYIMEeHHAX. Bo3MoEHO0, YTO HEJOCTATOUHAA Pa3pabOTAHHOCTH TEOPHHE INApO-
BOR MEJbHHIB ABIAETCA OJHOM M3 OPHYMH HEEOTOPHX DACXOEACHHH MEEAY CJelCTBHAMH
aToff TeOpHH M JAAHHHMH ONLITA, Ha YT0 UMEHTCAd YEa3aHHA B JHTepPAType.

Tsumenne mapa B maposofl MeJpHHNE MOoEeT OHT pasburo ma Tpu Hmepuoja. B upo-
AOJKeHHe IePBOTO MEPHOJA INAD He HMeeT OTHOCHTENLAOTO ABHMEEHH [0 OTHOIIEHHIO
E Bpamaiomemycd Oapa0any W ABHEeTcd, OY[y4d Kak OH HeM3MEHHO CBA33H ¢ IIOCAeA-
HEM. Bo Bropolt mepmoj map orfesdeTca oT cTeHEM Oapabama, HO eme HPOJOIEAGT OIE-
pathed Ha HHEeJemamuil map, isuradcs mo mociaejimeMy. Hagomem Tperuil mepuop Ha-
YUHaeTed ¢ MOMEHTA, Korja JBmkymuiica map moeupaeT HuxEHnit. TpaekTopma memtpa
TAKECTH Iapa 3a TpeTHik mepumoj ero cBo0OJHOIO JBHKEHUA MOMeT HPHOJHMKEHHO CUH-
TaThed Hapabormieckoll. 3ameTuM 3jech, 4T0 0OKIHO MOMEHT OTHeXeHHs IIapa OT CTEHEH
Oapalda#a 0OTOMIECTBIACTC ¢ MOMEHTOM OT/AeJeHUA 0T HuKeldemamero mapa. Mempy Tem
B JeficTBHTEAbHOCTH STH MUMEHTH He COBHAJANT. 33 Hporekalollee MeHIy HUMH BpeMA
HEKHAA map mpojolEaeT NMPOM3BOAHTL AaBleHHe Ha BEDXHAH U TeM caMBIM OEa3biBaer
BIMAHENE Ha Iapal0AMuecEyl0 TPaeKTOPHI0 TpeThero mepmoja. l3ydennme IBHKeHHA IApa
33 HepBHE 1 TpeTHR# [MepHOAH He Berpedaer 3arpyimennit. IlosToMy HpejiMeToM AaJb-
Hefllmero uccAef0BAHMA ABJAETCA TOABKO BTOPOR mepuoj.

PaccMaTpuBaeMoe IBHEKeHHe IIapa IPOMCXOJUT B BepTHEAJAbHON MIOCKOCTH, IepIeH-
AHEYA4pHOR K ocu Bpamenma Oapabana.

1 PaccMarpaBaeMBId B 3ToM maparpade Bompoc Oulx upejnoxer Hacraryrom Mexamageckod o0pa-
00TKM NOXE3HHX HCKODAeMHX B KauecTBC TeMbl H&Y‘IHO-HCCBE){OBBTOJ{ECKOMY EHCTHTYTY MaTOMaTAKH
H MEX3HHKH npe Heanarpancxom YHABECPCHTETE.
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Bsejem caepywomume 0003HadIeHHA:
R — paguye Gapadana,
¥ — pajuye Imapa,
® — I0CTOSHHAA YrI0Bas CKOPOCTh Bpaulennd Oapabana,
g — YcropeRue ¢BoO0JHOTO MAJeHNA, i
<o — YIOJ, XapaKTepusylmMufl MoToxeHHe Mapa B MOMEHT ero OTACNGHNA OT CTEHEM
fapabana, ' '
2 — ¥roa, ompeneasensii pasencroM (puc. 1)
. r
sin o = =7 - (1)
¥roa ¢, Baxoiurca H3 ypaBHeHHS

¢08 (& -+ ;) =—‘”gi- (R —7) cos a. )

Pacemorpay, mpemeOperass coOMDOTHBIERMANM, ABUBEHHE WApa, OTIEAMBIIErocA OT
crenEd Gapafasa, O HIKelexameMy. DyfeM ompefeidrs MOI0EeHHe NepBoro miapa
yraoM ¢ ImoBOpoTa NaAOCcEocTH AB ' :

BOEDYL oc 4 ® yraom & woBopo-
Ta Mapa OTHOCHTeALHO 3TOH ILIO-
CEOCTH BOEPYT ocu B (pme. 2). Ocu
A u ‘B mpoxofaT depe3 UEHTPH
YIOMAHYTHX BHIe MapoB, KOTOpHE
[pejiIoJaranTesa oAR0PoIAEIME., Jipu-
MeHdd yparneHme JarpanEa E Na-
pamMerpy 6 u DPHHEMAA BO BHHMMA-

HUe HAYAILHE® yenoBus, 6e3 TpyAa -~
HaXOLHM

l
l
I
l
x
l

6 = — . 3)

llonyyennoe ypaBHEHME M0Ba-
BHBaET, 9TO OTHOCHTEJHHO® JBHEe-
HHe mapa 10 OTHOmeHWK® E Oapa-
baHy ecTh IOCTYNATedbHOE €O CEO-
POCThbI0, MePIEHAUEYIADHOR E H.10¢-
EoCcTH A5 W YHCIEHAO DaBHO#

V=2, )

byieM paceMaTpuBaTh OTHOCH-
‘TedbHO® JBUKEHHe Mapa IO OTHOME-
"o ¥ Oapabamy.

(00osmaumM depes 7 Maccy ma-
pa. Ha mero nefterBymr: cmia Ta-

mecrd
) p=mg, ®) Pac. 1.
nepesocHad (UeHTpoOe®nad) cHAa MHEPLUM
. Je = mp(l)z, (6)
KOPHOJACOBA CHJAQ, HHEPIIMH ‘
P p PRp—y (7)

H onopHas peakuma N (puc. 2). o
Buime depes p oGo3HaveHo paccrofEme OB MemJy TEHIPOM ~JBHAKYMerocs wmiapa
U 0chbH0 BpameHNs OapaGama, HAXOJUMO® M3 YPABHEHHA

o = (R—7)? + 42 —4r (B — ) sin (a + }). (8)

PaccMOTpHM TeNeph JBHiKeHHe LeHTpa TamecTH B mapa. Ero nmpepenmaanpHoe
VpaBHeHEe IBMAKEHNA B NPOCKNMH HA KacaTelbEYl E TPaeETOPHH o

s =g 008 (@ + gg— b — o) — 0? (B —7) 608 (3 + ). )



Unterpas aToro ypaBHeHHWA MoXeT OLITb HPEACTaBJCH CTEMEHHBLIM PAZOM [0 OTHO-
IeHuI0 K BpeMenu ?

” "7
rb—(J0+vJ°t+12t2+123Z3+..., (10)

rje B CUJIY HaYaJbHHIX YCJI0BAi
=10, ¥ =0 (11)

Kpove roro ma ocmosaHum ypasmenuft (2) u (10) &, =0.
CocraBadey JudepeHNUaIbEO: ypaBHeBNe IBUACHHS IEHTPA TAHKecTH mapa B Ipo-
eRIUH Ha HODMAJAE K er0 TPAaeKTOPHE

22— g sin (a4 95— Y —of) — dray —po* sin (@ + go—o—%— . (12)

3HaueHMe p OHAO0 JXaHO paHee, a cBA3b MeXEIY YrJaMii ¢ UM ¢ (pHc. 2) BHpamaeTcd
YpaBHEHHEM

U , .
drsin - sin (—é— +.cp——cpo-——-a) = (R —7r) sin (¢ —2y). (13)

N =0, saxoguy 3Ha4eHHe I,
COOTBETCTBYIOLEE MOMEHTY OT-
leleHNs BepxHEro IMapa oOT
HILKHErO.

3a Bpemsa t, Dapadan mo-
BepHETCA Ha YI'0J PaBEBIA wf,.
Ecan

HEXHEHH 1Dap HaBepHOe He
HAYHeT CBOEro OTHOCHTEJIbHO-
ro JBHEEHHA IO OTHONICHHI
E OapabaHy paHee MOMEHTa
BpeMeHn ;. Ecam me mocaeg-
Hee HepPaBEHCTBO He BHIIOJ-
HAeTCd, ABiderca HeoOXonu-
"MOCTh B JIOIOJHATEJHHOM HC-
ciaeJoBaHNM, 4YTO0H BHACAMTH
XapakTep COBMECTHOI0 JBHIe-
HUd JBYX Ham Ooxee Haxo-

W () Mo OTHOmeHWI & Gapabamy.
- BoandecTBeHHaA  OLEHEKA
Pac. 2. IpeJaraeMoro yroYHeHId Teo-
DHH UIapOBOR MeIbHUIH MOXKe]

OMTh NpOH3BeJeHA HA OCHOBAHHH WUHMCACHHHX IPUMEDOB.

§ 2. O apHsEeHNH ¢ TPeHHeM TH:KeJ0li TOYKH HO BUHTOBOMN nonepxnocm
(x TeopHn eNHPAJLHOrO celaparopa).

Paccmarpupaemas 3ajavya mMeeT 3HaueHH® NI TEOPUH CHMPAIBHOIO CENAPATOPa, Ko-
T0pad CTaBHT Bompoc o (opMe TPaeETOPHH Tamelofl ToukHM, JBEmEYymefcd ¢ 1peHmeM 0
K0cOlt BHHTOBOH IOBepxHOCTH !).

1) Coxepmanme macroaumero naparpaga, OrIamEHEHEOE aBTODOM Ha SacCeiaH#H JEHERIPALCKOrO MEXa-
HEYecROrO obmectsa 20 HoAGpA 1930 r., BkaiwdYeso B gokiax mpod. M. H. AxmmoBa Ha Ty me TeMy
CHEBIY PYCCKHAX MATEMATHKOB B ‘{apm«:ose 25 mionsa 1930 r., BHOCICACTBEE HAnedaTaNHHE B Xy[Bale
Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik® (N» 1, 1931), mox nassanmem ,Ueber einen
Fall der Bewegung eines schweren Punktes auf einer rauhen schiefen Schraubenfliche®.
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Hoxaraa B ypassemuu (12)

oty <2 (14)

JANHAXCA B ROHTAKTe mapos.



HampaBisieM EOOPIMBATHYIO 0Chb Z BEDPTHEAABHO BRePX. YDaBHeHHE KOCOH BNAToBoH
MOBEPXHOCTH B MHIMAADPUYECEHX KOODIMHATAX 7,0,2

z=ar -+ b8, (1

rie gepes a ¥ b 0003HAYeHH IOCTOSHEBIE # b << ().
Tudepennualbabie YPaBHEHNA JBUKEHHA HMET caefyomuil BHJ D)

P72 L _Al_(arﬁ'2 — EI)L,L + 9) (K+ k-;_> =0

arg Ly 26r6”

BT (e — 24 ) (p ) =0

3fech COXPAHEHH 06H‘IHH6 0603ATeHHA OPOE3BOXHEX 0T 7 W 6 10 HE3aBACAMOMY
IepeMEeHHOMY — BPeMeRH f; v.— CKOPOCTh TOUKH, k — EOIQHIMEHT TpPeRNH CEOADKEHHS,
g— VCEOPeHEHe CBOGOAHOr0 MajeHUS M HAKOHeN BBEeHO COKPAMENHoe 0003HAYEHHE

A=V1+a2+——§ N E)

HemocpegerBenH0fl MOJCTAHOBROR yOemaaemca, 4TO nn(bepennnaabﬁme ypaBHEHEA (2)
HMEIT CHCTEMY JacTHHX MHETErpaJoB
r=au, 6 = Bf. (4)

locroannse KOaAMUEATH o H B OMpefeJdioTca H3 ypaBHeRHi

b2 [
sy LR+ VO R+ 403, B2+ b =azg. ()
CucreMa YacTHHIX HHATerpaloB (4) COOTBETCTBYeT HGEOTOpOMY PAaBHOMEDHOMY JBHiKe-
HHI0 TOYEM II0 BHHTOBOH JRHHM. 2)
llepexonmM E HOBHM HepeMGHHHM & ¥ v, CBA3AHHEIM C OpPeEHEMH r H 6 mpE no-

MOm¥ ypaBHeHUH:
r=a+E 6=20i-+n. (6)

llocae BBeieHHA HOBLIX DepeMEHHHX M paslo:eHHsA JeBHX dacTefl B Oeckomeunke
pansL [EdepeHNHANbEEC YPaBHERNS (2) NPUHAMAIT BAJN, eCIH HOJXOEHTH L =rv’,

(R e I C RV W+ N, He =0, ]

7\ 2
4

i

‘ ¢))
o+ I
)]

0? =

7)
i By By Wy B E) e (
§+°‘\2+kwq)g 023[2 o ]E—}-XM ; o,!
rie ,

a=V1+a+ ®)

H CYMMHDOBAHME DACIOCTPAHEHO Ha IEXHe NOI0EHUTEAbHEIE 3HAYCRHA I0KAsaTelel
I, m; m, yAOBIETBOPAWMEE HePaBEHCTBAM

1>0, m>0, 2>0, I+m+n>1 9

Roopunwentst L, ® M, 0eCROHeYHHX DAI0B CYTh NOCTOAHAHE BEIWIHHEL
Tupeperunaibnsie ypaBHennd (7) J0NYCEAT CAIYOUYI CHETOMY YACTHHX

UHTETPAIOB
E=0, =0, (10)

COOTBETCTBYIOMYI0 cHcTeMe (4) maTerpaios ypasHemmi (2).

1) Ypasmenra cocrasiens npod. M. M. Armmopuu, cw. ,CmEparsumii cemaparop® npod. A, B.
Jepencoma, 1925, crp. 49—50 Boupoc 06 #X mETerpEpOBaEHM OHI OCTABAGH OTKPHTHM (CM. TAKEe

IpexHcIOBEE).
?) Ygasalwe HA BOMORHOCTH TAKOTO ABHKeHHA 6mXo cieramo npod. A. 5. Xesemcomow,
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Hmem cucremy wunTerpanos ypasaeBmE (7), cocejHIN 110 OTHONMEHHI K CHCTeMe
(10), mpexcraBiag & m L OeckOHEYHBIMU pPAJAMU

=Lttt =0+ 0L+ 5+ . (11)

Bymem cuurats & u 5,(j=1, 2, 3, 4,...), & TakKe UX UPOU3BOJHEE JAH000r0 I0-
paAga mo ¢ WAIEINE Bemqnﬂa\m nopa;ma /B

Brocuy 3mavenua & u £ u3 ypapHemufi (11) B ImdepeRnuaipHbe ypaBHenud (7) m
NpHPaBHABAGM HYJH COBOEYNHOCTh YJAeHOB OJHOIO M TOI0 e MopAira. Beauuwnn §,
H I, HaXOAATCA MOCAEI0BATEJbHO M3 JWHEHHHX JH(pepesnuaIbHHX yDaBHEHHI BTOpOro
IOPAAEA € MOCTOAHHBIMH K03(UIHEHTAMH.

Cucrema pudepeHUUalLERX ypaBHeRHUH, ompefeadnmas &, o . uMeeT BH]

H— B 2y B (G R

SIS ARSI

) 12)
o8 By W[y RO+, (
"1+7(2+k2a4.ﬁ2)§1_~ aa? [2 k2a2Af ]gl‘—o' [

Hamm o0mall wHTErpas mpeAblAyiledl cHETEMB M BOSBPATHBIIACH K LEPEMEHHOMY 1,
(¢, = ’h)’ WOy IHM

E _ 4681 +Besat+ces, 1 (13
= Az, s‘t-}-Bxe’t—f—CV.es’—}—D. o )

B ypaBHeHI/IHX (13) gepes A, B, C, D o0003Ha4eHH NDOH3B0JIbHKE  HOCTOAHHKE,
a vepes s; (j=1, 2, 3) KODHN XapaKTePHCTHYECKOT0 ypaBHEHUA TpeTbell crenennm

S T
Tie

N b
6= ——,
a
Roopumuuent =, (j =1, 2, 3) maxopures us ypaBHeHHA:
8 bt B2 [, b2 2 ’ .
= —(2+ ) 5 (15)

a 8y kaa"Af ax® s]z- k2a% A

Briscanm xaparrep kopaefi Ey0mueckoro ypaBHemua (14) HA HeCEOAbEMX YHCAGHHBIX
IpUMepax, OPUEAB B33 EJUBHNY JJMHH — METP, & 33 eJUHHNY BpPeMeHH — CeEYHAY.
Hosomum a =1, b= —1 u upugajgnM rosduuuenty k paj sHauemui

E=0,1, s, =—0215 s,=—00554 1,434, s,=—0,0b5—1431,
k=05, s,=—138  s,=—057T + 31, sg=—1057 —31,
k=1, s;=—145 s,=—13+ +3554, s, =—1,34 — 3554,

e 1=} —1.
Hakoenm B moclefHeM [puMepe BO3pMeM UHCIOBEIE 3Haqunﬁ iRt napameTpos u3

HpakTuEn !)
a = 0,364, b=~—0116 k=0364.
Byzex umers

sy =—2,21, sz—-—0897+48@, ss=-0697—48z

-Cymectentoft 0co0eHHOCTHI0 MpUBEIEHHBIX HAME HpUMEPOB ABJICTCH TO oleTodTean-
CTBO, UTQ BEN[ECTBGHHE® YaCTH BeeX EopHei xapamepncmecnoro YPaBEEHNS OTpHIA-
TeabHH. [ag obxactH 3pavennfi mapaMerpoB a, b, k, obmajaromes oTuM CBOHCTBOM,
MORHO TOJOERHTH ‘

5 <0, sg=X+pi, sy=k—pi, A<0. o use)

1) Ilpog. X. B. Jesercon, idem, crp. 53, upumep 8.
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Torxa Oyney nmumers

ny== 6 - T2, Xy ==Y, o (17}
TAe 5} X b§E (A2 — u2) B (14 22
S . it t? [ W I
o= = oy (2 e ) it | Ty J
oy M) _mEn [y rR) 1)
TR T < + kratal/  aa? (02 p2)2 R2a2a? 17

Ypaprenns (13) uepemucHBamTCA B BUJE:
=A™ + Bet Tt L g m et l

O pd O i (19
Ny = Az + B (s + ) T O — )T LD, J
Yrobm HepeﬁTH K BelleCTBEHHLIM 4YlC.1aM, BBOJHM HOBLIE NPON3BOJIBHBIE LOCTOSAHHHE
Enlrl o ' ‘
B =E—Fq, 20 = E + Fi, , (20
Kumeen :

= Ae™ + ¢ (BEcospt + Fsinpb),

; : 21)
My = A, ™ + " [(E o 4 Fr)cosp t — (Bt — Fo)sin pt] + D. (1)
Ypasuenna (21) BMecre ¢ ypaBHeHHAME (6) pemaiT IO0cTaBJeHHHIH B Hayade 3TOro
naparpaga BOmpoc o gopMe TPAEKTOPHH ABHMYmefcAd TOYRE B CMEKHOCTA ¢ YOOMAHYTHIM
BHII®, PABHOMEDHHM [BUECHMEM N0 BHHTOBOH JHHMH. Pemenme cucteMH (7) pudeper-
NHATBEHX YpapHeHuH, mpeicraBleRHoe HaM# B Buie OecEoHeYHKX pajop (11), aBaderca
ACCHMUOTOTHYECKHM II0 OTHOMERHI0 k pemenuio § =0, {= 0. 9tu panw, XapakTepusylo-
muecad OTCYTCIBHEM BEKOBHIX WJeHOB, OYAYT CXOIAMEMECH, ecIE HAuYaldbHHe JaHHHE
TAaROBH, 4T0 XoctosgaHe A, B, C jocTaTouno MaJs 00 alCOJITHOR BeauunHe,
daMedaHnne. Hayuenne ycrTo9uBoCTY PABHOMEPHOTO IBHKEHUA TOYEH [10 BHHTOBOf
AWBHH, - COOTBETCTBYIomero dacraoMy pemesuio (10) cuereMm (7) nudepernuaibHEX
ypapmennft, He Omuo Hamefi mpamMolf sagavedl. OgHako HeOOXOAMMO 3aMeTHTh, YTO W3
OTMeYeHHAHX ' BEIME ¢BOficTB KOpHeH XapagTepucTuyeckoro ypasHemMa (14) .wemocpes-
‘ ' .. CTBEHHO clefyeT, uGTO
\ ‘ 7 paccMaTpuBaeMoe JBHKe-
HU6 YCTOHYMBO HO OTHO-
TEeHHI) K BeJUIuHaM

s ey » ’
5, & Hi=n'

§ 3. 0 cayuae maam-
HAKA ¢ NOABHEHOK
OCBHI0 TOJBEca

BuBogn macTosmero
naparpada HMeIT OTHO-
IeHue K BOIpocy. 00 ve-
TORIHBOCTH.  BHEEHHS
BAPOHETEN 10 Opevc-
epry.

Taskexoe TBepgoe Te-
10 A MaccH m MOEKeT
BDAUATbCA BOEDYT TO-
, - pH30ATAIBHOR ocuw B.

Puc. 3. - Me Toukm orofl ocm -

S CEOIb3AT 0e3 TpeHud

BJOAb ABYX MEPHeHIMRYAADHHX E Heli HeMOABMEKHHX mapaitessunx mpamux DI, dra
mocae/HNe 00pasyIOT: ¢ roOpW3OHTAALHONR IAOCKOCTHIO YIoX « (phe. 3),




Hoxomenne texa ompejedderca JBYMA mapaMerpaMu s M ¢ (cM. pue. 3). Byzew
HMeTh JJA KOOPIMHAT HeHTpa TAmecTH C BHPAEEHNS
T, =s—1Ising, y,=1lcose, 4}
rje | obo3Hayaer paccTOTHHe MeMmIY IEHTPOM TAXKeCTH N OCHI0 BpameHud B.
3aK0H JBH:ReHH NEHTPA TMEKeCTH M 3aKOH EHBOH CHINW JalT ABA HHTerpata
AnepeHnMAILHEX YDABHEHHH! ARMEeHHA 1)

J'c=—;-gtz Siﬂa’—f— at+b, (2)

g m [ T r2 :
w1924+ (“’c +y, )=mg(zesina + yscosa) + F,

TxRe
@, b, h— IPOH3BOJbHHE IOCTOAHHHE,

g — yckopenHe ¢BOOOJHOr0 MajJeHUA,
I — MOMEHT HHEpIEE TeJa OTHOCHTEJBHO OCH napamenmoﬁ B u npoxoaamett

gepe3 nerTp TAKecrd C.
K3 ypaBHemHH (2) noayJaeM 3aBHCHMOCTL MeEIY { H ©

. I+ ml?sin?g
t==+ /V 2mgb sin @ 4 2k — ma? + 2mgl oS % COS ¢ o O ()

BHOEpaA COOTBeTCTBYOIMM 00pasoM 3HAE INepej HHTerpaloM H 0003HAYaA Yepe3 ¢,
HavaAbHOE 3HaveHue yraa ¢ mpu = 0. Ecan jBmmenue MagTHHEA KoJeOaTeAbHOE, TO

Epafinue NpJomeBnd (e = @,) ONpefeJdNTCd YPABHEHHEM

a? — 2h — 2mgh sin a '
2mglcosa 4)

cos Q=

ApejloLaras, 9T0 a0cOANTHOE 3BAYCHHE npaBofl YACTH MeHBIIe eJHHMISL. B mpoTHBHOM

clyiae MAATHHE OyjeT BpamaThcd B OfHOM HampasieHnd. Koledammd, ecad OHH HMENT

MecTo, MPOHCXOJAT OKOJO0 YCTOHIMBOrO MOZOEEHHS OTHOCHTEABHOTO paBHOBeCHA (¢ = 0).
Tosaras u — cos ®, MOEHO MOXyYeHHHH HATerpaa (3) HPEJCTABATH B BHJE

[ +mP(l—ud)]du 2
I = =
+ / V 2mglcos a(u — u;) (1 — u?) [I + miE (1 — u?)] )

THe Ug= COS Py M U, ==COS p;. TaKHM 00pa3oM 3ajaya IpPHBeJeHA E 06pamennm YaAbTpa-
SATHOTHIECKOr0 HHTErpaa ().
[lepros KoxeGamma T BHPA3HTCA HHTErpaIOM:

[+ mi®(1—u?))du
T = -
4./ Vemgicosa (u— uy) (1 — u?) {1 + mi (1 — u?)] (6)

Onpegeans o, HaxoUM s Opu momomu ypasHemmft (1) u (2).
PasescTBo (5) a4 MaIHX Eode0aHHH MepelmHCHIBAETCA B BHJe

u

VIdu
t= ] 7
+ J V 2mglcosa(u — u,) (1 — u?) @)
. #y
Tipor3BOARM [OACTAHOBEY B MATerpaje HpaBofl wacti:
a2, &

3 mgl cos a v

1) Painlevé, Legons sur l'intégration des équations différentielles de la Mécanique, p. 37, V.-
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Dyney umers

»
dv
™ IV 4 — g —g; ©)
o
rie
1 { mglcosa \2, 2 1 [/ mglcosa \3 2
o= ( "LV S+ ), 0= g (P w9 — u),

L ! S
Ug == 3~ mgl cosa Yo (10)

IpuGasigem K obeEM dYactaM paseHcTBa (9) mocToAHEyw H

Vo
dv
H = /’ S E— 11
V 4 — gav—gs ’ ( )
(e o]
Hueenm
. dv

HFt= . : 12
+ JV4”3—92”—93 ( )
(0pamasa mocaegEmit MHTerpaJ, HaXOAMM ¥, Eak SIIANTAYCCEYI (¢yHEnEW (Beitep-

mrpace) ¢ aprymentom H F¢
v=p(HFi). 13)

Ilyers Oynyr 20 1 20’ ee BemecTBeHAHH X YmcTO-MENMEH IepHOAH. /lalee 0603HATAM
gepe3 ¢; =p(o), ¢;=p(® + o’), €3 =p(o’) Kopar moaunoMa 4v° — g, v— gy, NPHIEH

fi’%>ez>ea. ' ‘
V6
40— gy v — g3 = 4(v—e€)) (V—&3) (V—¢y), (14)
rIe .
! a ! lcosa .
ey = TUPNE (Mg 1), e — MLy g = MEEE (B q). " (15)

dnaunTHaecEas YYHENMA yOPOMATCA, 6CaH 33 HAYAILHHE MOMEHT HDHHATh MOMEHT
HpoXOEACHAA MAATHUEA Yepes HOJOHMeHEe OTHOCHTeJIbHOTO DABHOBECHA (g = 1, 1y = &)

Torpa
H=—20—o0o (16)
Orcroxa
v=p(o’ +17). 17
 Jroa ¢ ompejenAeTcd PaBeHCTBOM :
N u 21 ,
0S¢ = <+ — gl cos & p(e’ + ). (18)

Rorja spemMa ¢ Bospacraer or Hyxd o o, ¢yHEmus p(e’ + t) Bo3pacraer 0T eg 0
g, & YTOX ¢ OT HYJd Jo .. lpu jarbHedlmeM Bo3pacTaHmm BpeMeHH ¢ yroa ¢ Oyher
H3MEHATHCA MOEAY -+ ¢4 U — ¢;.

Brime OHI0 yEa3aHo, 910 B cIydae ROHEUHHIX korebaHmil 3ajaya IPEBOLATCA E 00pa-
Mennio yIbTPa3diunTuiecEoro uurerpala (b). OgHaro, RaR W B clyiae MAdTHUES
¢ HeMOJBIKHOR OChI0 IOABECA, B JAHHOH 3ajaue BO3MOKHO ACCEMUTOTHICCKOE IBUKEHUG
B 0/1HOM HANDABIeHHM, KOTJa MadTHHE OeclpejeibHo NpHOamEaercd E HeycToRumBOMY
MOJM0EEHNI0 OTHOCHTEJLHOr0 paBHOBecua (¢ = =), HHEOLJa ero He focrurad. B arom
caydae ¢ ==m=, %, = —1, u yipIpa-sanunraveckuii materpas (5) obpamaerca B SJAHN-
THI6CEHI.

Pasbmpaemas 3ajaua HMeeT cBA3b ¢ 3ajauelt o0 YeTOAYWBOCTH HIOCEOT0 ABUEEHHA
TAKENOTO TBEPAOTLO TeXd, CEOXp3Amero Oe3 TpeHMS N0 HAKIOHHOR NJAOCEOCTH, ONMpadch
na mee pebpamu A m B (puc. 4). Tag Eak B mocaejHel 3ajaue cBA3M HeyepEHBAOIMe,
70, TpAMeHAd NPUHNAN [[aramGepa, JerE0 YJCTAHOBHTH, 9T0 paccMarpuBaeMoe ABHEEHHE
BO3MOHO JHOb B CEyuae, ecid HeHTP TABecTH C Teda DACHONOXKeH MeXAYy MIOCKO-

17 3ammcem IopBoro mmctaryra, 7. ViIL ’ 257



cramn AD u BE, upoBeleAHHIME Uepe3 pefpa A ¥ B HODMaJIbHO K HARJIOHHOR mio-
ckoerd ). IlpeproxzosuyM BHOOAHeHHe ITOr0 YCIOBEA M COXDaEHM paHee BBeJeHHHE
"0603HaYeHHA.

Yeaopumea cUMTATH M3yUaeMoe JBUKEHHe YCTOHYHBEIM, ecIH IPH LIOBOPOTe Teda
B HaYaJbHHA MOMEHT BOEPYT ocH A mim 5 HA OPOM3BOJNBHHE A0CTATOYHO MaJbilt mo
afcolTHOMY SHAYGHHI) YIOX ¢, M IpPE COOOMEHMH Tedy MPOHSBOABHOH JOCTATOYHO
MaJo 1m0 a0CONMTHOMY 3BAUCHHK) YIM0BOH CEOPOCTH o O0HO, OyAyud IpH JaJbHefmem
ero JBMEEHHH 1PeJ0cTaBIeH0 caMoMy cele, He ONDOEHHETCA, T. e. OYAeT CYMeECTBOBATH
yroi HamOOJNbINEro OTEIOHEHHS @;, OmpefeldeMHil paBeHcTBoM (4).

Haiigd mpm moMOIM HAYAIbHHX JAHHHX 3HAYCHAS BXOAANEX B 9T0 DABEHCTBO
MPOH3BOIBHHX IOCTOAHHHX, MepelacHBaeM ero B BHJe )

%2 (I 4 mi? sin? @)
2mgl cos a ’

rie (puc. 4) @ =8+ <. »

Yroa mau00IbIIero OTEJIOHEHWS ¢; OEA3HBaeTCAd HE 3aBHCAMUM OT HaYalbmoll cgo-
POCTH $,' MOCTYNATENbHOTO ABUKeHH:A, EOTOPOe MOKeT OHTh CO0OMmeH0 Tely B HaJaJbHEH
MOMEHT. , ' g

Ha ocsoBamuy ypamerma (19) yciosme ycTofUMBOCTH PAaccMaTpUBaeMOro JBHEEHHS
MoEeT OHTb BHPAMEHO HePaBeHCTBOM

¢ (I ml2 sin? gq)

COS ¢1 = COS Py — - (19

jcos @ | +

<1. (20

IIpm poeraTodno MaJHX 3HA-
9eHndAX [y | M |@o | 5TO HepaBeH-
CTBO BCerja BHHOAHAETCS W CHe-
A0BaTEJbHO H3yYaeMoe JABUEKeHHe
Oyzer ycroRuuBHM,

Moxno mocraBETH BOHIpoc 06
yeTofumBOCTE paccMaTpHBAEMOr0
JBHEEHHA 110 OTHONIEHWI E KO-
HeYHHIM 3HAYeHHAM || B | @y |,
He [PeBHIIA0IUM HEEOTOPHX,
Hamepe] 3ajaEHBIX TPeje’oB.
Rax w» padpme, HOBad 3ajada
pelmaercs MpH NOMOIH YPABHeBHA
(19). Crexyer 3aMeTHTD TP 3TOM,
9T0 JBHXeHUe, yerofiumBoe Ipu
mepBoft MOCTAHOBEE BONPOCA, MO-
#HeT 0EA3aThCA HOYCTONIMBHM IPH
BTOPOT.

Haxromern oTmeTny cayuait, co-
) : OTBETCTBYIOMAH TAKOMY HOJTOEe-
HHOI0 IEATPa TAMECTH, KEOTOpoe ofecmeumpaeT BOBMOAHOCTh YCTOHYMBOTO CROIBEGHUA
Texa II0 HAEJOHHO{ MIOCKEOCTH, HO JeJaeT HEBOSMOKHHIM ero DaBHOBeCHE UPH 3arpe-
naexnn ocnm A. '

2mgl cos a

Puc. 4.

§ 4. 06 oxHOM IBHW:EeHHH YOPYTO NMOJBONICHHOTO TAMEJOTO TBEPIOro TeJa
(R Bompoey 0 mojxneme MAXTHOH KJeTH)

P €3YJIbTaTH HACTOAIET0 naparpag’pa [MO3BOJAIT COCTABUTH YpaBHEHUE [BIKEHHA
MaXTHOR RIETH opd ee MmMogbeMe JJIA HHTEPBAIA BpEeMEHN BOAMAM HAYAIBLHOTO MOMEHTa,

1) Ilps HaIAYAE TPeHHA CKOIbEQHHA YCIOBHS BOSMOEHOCTE DACCMATPHBAEMOr0 KBHEKEHHA BHIpa-

XaTCd HCPaBCHCTBAMH
Iy —kH >0, lp4kH>O,.

rae I, m lp ofossavaior paccrosmma or nestpa ramecrs C go maockecrei AD m BE, H — pac-
croamme or Toukm C fo HakxogHoE maockocrH H k — K03(HNHEHT TPEHHA CKOABEEHHA. ~
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YUHTHBAA ynpyr#e JedopManuy KaBaTa. 3ajada pemraercd B Opefl0JOKeHHH, 9To Maccolt
EaHaTa MORHO NpeHeOpedb IO CDABHEHUI) ¢ MAccol EXeTH, T. e. JIA CPABHETEILHO
He00JBIIEX BHICOT MOXbEMa M CAMHE EAaHAT TPAETyeTcd, KAk YUPYrad HHUTH.

Texo A moysemeso B ToYke B E yupyroff Hutu, BaBuToft
na Oaok, Bpamakomuiica BOEPYr HemogBmikmofl ocu O (puc. ).
llpegmosarad oTCyTCTBME CEOJbKEHWS HHETH 10 OJ0ky, OyaeM
CUMTATH CEOPOCTh TOYEM C HUTH HalpaBIeHHofl BepTHEAJBHO
BBepX W MO0 Bermuame 33jaEBofl Qymkumefi Bpemenm o(¢). Mac-
coft HutH npeHeOperaeM. [BmEeHHe Tela A Hpegmoraraercd Io-
CTyDaTeIbEHM ¥ BepPTHEAILHEIM.

®1a xapoit-ambo TOIRW M muTH ee paccroamue MB 0T EOH-
na B (cM. puc. 5) paBHO cyMMe JBYX claraeMHX: IIepB0é & BH-
pamaer HODMAIbHYIO (T. e, IpH OTCYTCIBMH CHJ) LIMHY paccMa-
TpuBaeMoll vactm HETE MB, a Bropoe u(z, f) — ee fedopManumo,
ABIA0MYWca QyHEnmell mepeMeBEHX 2 u BpeMemu f. llpeamno-
Jarad, uTo HMeeT MecTo 3akoH I'yEa, MOKHO HamHcarh cIelyln-
mee BHIpaEeHHe IIA BeIMYMHH CHAR yOopyroerm 7T HHETH B
T0YEe M

R s
A ' SRR
rge & o003HavaeT HeEOTOPYN UOJOENTEIBEYH IOCTOSHHYIO. \3' !
CrexcrBueM UpeamoJO:KeHHd, 9I0 HETh HE HMEET MacCH, AB- H,‘ '
JgeTca JEHeHHAA SABHCHMOCTHL %(x, I) OT x, T. €. 8
w(z, ) =wf ), T = Kf(d. @)
IlovemaeM Bayalo E0OpAMEAT B Toyte C H HAmpaBideM Ko-
OpAMHATHYI0 O0Cb BepTEEaabHC BHE3. (003HavaeM EOOPIHHATH
T09%¢E M ® B cootBeTcTBeHHO depes X u &.
Torna I
: X =t—x—zf(t). 3)
Honaras X =0, HAaXOZUM 3HAYEHHe «, COOTBOTCIBYIOIEe *
TouRe C , Pac. 5
o=t ) o
T 14-f()
BuuneaseM ckopocts ToYEM M HHUTH
dX _ d af(e)
a4 N G)
IlpuMenseM mocaejHee ypaBHeHme E Tougke C
ant)
at dt : .
W=~ T ®)

CocrapageM nudepennuaibHOe ypaBHeRMe IBHAeHHA Teqa A, ofo3matas uepes m
ero Maccy M 4epe3 g — yCEOPeHHe CBODOAHOTO IaieHHS :

m%=mg—kf(t). , (7
Hernwovaen u3 ypaBuemn#t (6) m (7) dymemmo f(2)

mE%:{%ﬁ———v(t)] (m%i-i——a)., P —(8)

Ife ;
a=mg-+k ' ’ )
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Hoxyuennoe pudepenyumalbuoe ypaBHeHWe TPOTHEr0 MOPANEA Ompeferder yHEumwo &
OpH CAefYOIMHUX HAYaAbHEIX IAHAHIX

de , 4% Y
5, _, =" Ti?!t:0=s°’ | = (10)
IlocToanmas &, Haxogmrcd H3 YpaBHEHHI
" k (E
By = g— o (‘; —1), (11)

»
rjie ! o603Hasaer HOpPMAaJIbHYM NiWHY HETH BC B HaYaJbHHI MOMEHT.

lepexojs & WETerpHpoBaHMI ypaBHEHHA (8), BBOAUM BMeCTO IepeMEHHHX £, § HOBHE

T, 7 IPH NOMOMH DaBEHCTB
t=is, b=t (1 +) (12)

0003HAYaA Uepe3 A MOE3 HeOOpejeleHHYI MOJIOMUTENLHYH0 MOCTOAHHYIO.
YpaBnenue (8) mepelMucHBaeTCd B BHJS

mEy? a3 g, d mt,  d?
)\so (1 + 7]) ng = [‘;\l d_z - U()‘T)] <?9' d'rg - a)' (13)
BrojuyM jganee HOBHe Hew3BecTHHe QVHENWM Y ¥ & HA OCHOBAHHM ypaBHOHHE
d d3y

Torma pmpepennuarbHoe ypaBaenme (13) Tperhero mopafika ¢ ofHOH HeusBecTHOI
$ymgmEe#t v OyneT IEBEBAIGHTHO cHcTeMe TpeX JH(epeHIHAIbHEIX ypaBHeHuft meporo
MOPAJEA ¢ TpeMd HeH3BeCTHHMH (QYHELWAME 7, Y, O

A (. ar
dn = ﬂ— ﬁ_[Y_E v(h)] \0_ mso) 15
=L HETY w"T 147 : 4 ( )
HoBme HagaibHEIE JAHHHE '
AE 2%,
U =0, ¢ =", 8 l = . 16)
=0 “r =0 EU =0 Eo (

Oyers ¢yrenma o(t) Oyaer roroMopdEa mpE |f]|<Co M caeJoBATEJBHO UpH [t| <
<°7. Paccmotpum 3mavemMa mpaBmX dwacreli ypasmemm#i (15) B obxactu cuemHOM
¢ cucTeMoif HaYyaTHbHHX 3HAYEHH IIepeMeHHEIX T, 7, 7, 0 U OrpaHHYeHHOH HepaBeHCTBAMH

<, |p— RE |<a  (7)

sl < =, 1) —o(0) | <%, [n] <, h__ké_:'

rje « H » 0003HAYa0T HEKOTOPHE MOJOEHUTeJNbHHE MOCTOAHHHE, IpHYeM o, YAOBIETBO-
paiomee HepaBeHCTBY a << 1, ocraeTcd MOKa HeONDEeJeIeHHHM, & o H % CYHTAITCA
m3BecTHEIME. B aToft obsacTw mpaBme vactu ypaBrenm# (15) cyTh rodoMopQuEe GyHENUM
® a0COMOTHNE 3HAYEHAA STHX YacTell OrpaEMYGHHl HEPABEHCTBAMH

dn MEST

dy A | )

-a? <a+ Eo ] Ti';\<a'+ Eo ] l} 8)
A, . A2 ' ¢!
a = (& 14|20 +%) ] Jat+ —— (m1&" ] +
g_a_<[ 2 (20149 [+ S om “’]'|
dr ) 1 -—a : I}
BBojuM 0003HAYOHHS

P =5 (& [+ [0(0) +1), ¢ =5 (m|&] + ). 19



Hepaserctsa (18) HpHHEMAKOT BHJ
d L d i
E|<eroh [ <er e |

- (a4pM) (@4-¢'3) . (20)

1—a

<

Orco1a Mo%H0 HafiTh BepxXHMW0 rpannny M alcolOTHHX 3HAUeHHH HPaBHX uacrelt
ypasmenuft (15) B ygasamsoff Bmme obractu. OueBngmo M Oyjer QyHEuuefi o u A
Judepennualpare ypapHeHuA (15) IONYCKAWT eIMHCIBEHBYI CHCTENY HHTErPAIOB IOJ0-
MoppERX B obaacTh cMemHOE ¢ cucTeMoll HavaJbHHX 3HauYCHNH HepeMeHHHX T, v, T, O.
Ileabie OTHOCHTEJBHO T PAXH, KOTOPHME BHPAMAWTCA 9TH WHTErPaNbl, CXoAdTcd IIpH
it|<p, rie?) N

= I {1—e ), | (21)

BosBpamascs K HepPBOHAYAIbHOMY AM(pepeHNUAJbHOMY YpaBHeHmio (8), MOKHO Ipej-
CTaBHTH €r0 MHTErpaJ B BUJe IeJ0T0 PAAa :

L AP P |

— 0 42 A > 4

. =h+G g B ettt )
ITpoussojune E}f’, sf;", ..., BHUHCIeHHHe IpH ¢ = 0, HaxojdTcA: HepPBaA—HeNmocpes-

crBeHH0 u3 ypaBHeHEA (8), a OcTAIbHHE—IIYTéM €ro HocAefoBaTeJbHBIX AnQepeHnEpo-
Bammfi. Pag (22) Oyxer cxogmtbeda mpu |¢] <7, rje '

ak
: 7‘=c(1——e~4‘7). A @23)
Beogum oGosnavenme . .
oo, ) = . (24)
Torxa 1 ‘
reslt o mwm) (25)

[lons3ydcs HeompeZedeHHOCTBIO o H %, MORHO MCKATh CHCTEMY WX 3HAYeHWH, Jocra-
BAglnylo minimum ¢yEROUE ¢(x,)), EoTopult OyAer coOTBETCTBOBATH Maximum‘y 7.

Fecam Myl B page (22) yJep®uBaeM TOIBKO 72 + 1 MepBRIX WIEHOB, TO IOJYYAm0-
magcsd IPH 9TOM OmuOEA OyjeT MeHbINE, UeM AHAJOIMYHAA omudka IpH ylepRAHMH
T0AbK0 7 + 1 IePBHX WIeHOB pa3fokeHHd (YHELNHH 1)

50[1+a~—ai/-1—i—4dcp(a,)\)ln (1—-%)]

t
B pdj 10 CTEeHeHAM re

B peficTBUTEABHOCTH KJeTh IOABeMHBAETCA E KamaTy He HENOCPEJCTBEHHO, a HpH
noMomu Hpyxues. 0603mawmM 114 mocaefnefl Eoa(uIMeRT IPOMOPIHOHAILHOCTH B 3aK0HE
P'yra uepes k,. Torja, coxpamad HpUHATHE paHee 0003HAUCHHA, MH OyJeM JOMEHE
3aMeHHTh Au(epennualbHOe ypaspenue (8) jBHEeR:s KomNa B EamaTa CASIYOLEM

d £ (ms” — a) 5 §fE — o()] (m&” —a) 26
dat m 1 m ( )
L UG E O S S R OB OV
ky J ky

P,

L
Ipu k; - oo noxyyeHHoe ypaBHEHW® NepeXOfAT B ypasHenue (8).

§ 5. 06 oxuoii 3axa%e TAHAMHEH CUCTOMH HOPOMOHHOH MacCH

CxeMa 33Ja9l COOTBETCTBYeT NPeJeIbHOMY CAY4al0 TAE HA3EHBAEGMOTO 0eci0HEYHOro
OpeMcbepra. o '

I'mbras HepacTAEEMAd HHUTh BHHYEIEHA 0CTaBAaThCAd Ha WIEaJbHO IJajEoll Hemo-
ABuikHOR EpuBofk ABCD (pmc. 6). .0603HauuM depe3 p, BeC eJUHMOH IIEHH OJHO-

1) Goursat, Cours d‘Analyse mathématique, t. II, p. 364 n° 383.
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pogmoft wactu HuTH AB. BBejeM amaJormyHoe 0003HAYeHHE D, JIA YACTH CD. Hagorern
qactn BC m DA mutu OyfeM cYuTaTh He UMEHOMEMH MaccH. ME orpamMumMed caydaeM
gerHpex mogo6HOT0 poja YacTelf, Ha EoTopHe pasfmra HET. 00mult cayuai pasbupaetca
aHAJOMIHO. 3aMeTHM elle, 9T0 B JAacTHOM caydyae Touku B n C, Tak %e KaE TOYEH D
n A, MOLYT COBHACTb.

Bm6npaeM ua Epusoll ABCD ofHo W3 HampaBaejuil, manmpumep or A E B, 3a mo-
KommATeabuoe. IyeTh 1ABHAA BUTH JBHNKETCH B TOM WAM MHOM HAUDPABJCHNN, HalpHMep
or A & B. byjeM mpepmoraraTs, 410 0Jarogapi HENPePHBHOMY BEJIOUEHHI) B DaccMa-
TPHBAEMYI0 CHCTEMY HOBHX Macc B ToUEaX A M C, 3 TaE®e BHEIOYEHAI H3 CHCTOMH
Mace B TOYRAX B u D, B0 Bce BpeMs IBMMEHIA HUTH MMeeT MeCTO CTaLMOHADHOe pac-

npefleleHE® MacC Ha HemoABMEHON EpmBOH, MMeHHEO paclpejieleHHe,
COOTBETCTRYION{ee HAUAJDHOMY MOMEHTY ¥ ONWCAHEO® BHIIE.
D A ‘0003Hayny vepes v; H v, CEOPOCTH BEJWYaEMHX Mace B TOUEAX
4 u C, B ofmeM cayvae He cOBOAZAONIHe €O CKOPOCTHI0 ¥ HETH
B JaHHBH MoMeHT, 0xarojgapd YeMy BEJIUeRHe Mace Oyjer COUpOBO-
EJaThCA HeIDepPHBHHIMHE yjapamu. Haromen mpepmoJo&nM, 4TO BH-
EI0YeENe Macc B ToYKaX B u D mpomexofuT Ges yAapos. Torxa
CEOPOCTH HHTH OyjeT M3MEeHAThCA HEmpPephIBHO, & CEOPOCTH BEJIKHYae-
C /B MBX 0ecroHeYHO MAJEIX MAcc NOJYYAHT B MOMEHT [pHCOSIMHEHHA
HOCAENHAX E CHCTeMe KOHEYHBIE npupamennﬂ

HampaBases EOOpAHHATHYI 0Ch Z BePTHEAJBHO BHE3 M 0003Ha-
q3aeM EoOpimHEATH T04eR A, B, C, D COOTBETCTBEHHO 1epe3 2,
%p %¢, ®p.

BBojmm corpamenHoe 0603HaueHHe : ’

f=g¢ Py - pohs , (1)
»
rie g o0o3HAYaeT Ycropemme cBofojHOro NajeBud, p — NoAAHH Bec BuTH, Ay ¥ hy—
BEDTHEAIbHE® DACCTOAHEA, B3ATHE ¢ COOTBETCTRYWIIMME 3HAEAME, Mexfy Toukaw: A, B
u G, D. Nuenno

Prc, 6.

HMoap3yseh TeM mam APYruM M3 M3BeCTHHX NPHEMOB 1), cocTaBifeM AH(epeHNHANLHOE
YPaBHERNE JBHKeHI: HI/IT]I

=7+ v('u1 v)—l— 2 v(vg— ). €3)

31ech v; I ¥y MOTYT 6LITI>, Boo6me TOBOPA, q)yHRunﬂMn BpeMeHH f{ I CKOPOCTH HUTH 0.

Takmy obpasoM MH IOXYYRIN JudepeHHEAIbHOE YPaBHeHHEE IEePBOTo HOpAAEa, ompe-
“Ieldnmee HeH3BeCTHYI0 QYHEIHIO ©.

Ecim v; m v, ¢yIb QYHROAE TOXBEO ¢, YpaBHeHHE (3) leBlI,GTaBJIHGT vacTRE cxyyaf
o0o6mernnoro ypassenna Riccati. Feam f=0 ® KpoMe TOT0 v; M v, 33BHCAT TOJIBEO
0T ¢, MH HMeeM ypaBHemme Bernoulli, Bcerja muTerpupymomeeca B EBajpaTypax.

Eean v, 1 v, 3aBUCAT TOABEO OT © HAM B YACTHOM ciaydae OYAyT HOCTOAHHH, YpaBHe-
Hme (3) Takmke MHTerpHpyercd B EBAJparypax.

Hakomen ormernM eme uacTHHf ciydalt, Korfa Bo Bee BpeMA JBHEHNA CEODOCTH
BEM0YAeMHX Mace DABHH CEOPOCTE HATH B JABHHI MOMEHT, T. e. v, =¥, =0. B 310M
cIyuae CEOPOCTh HHTH OEa3bBaeTcd JAuWHe#iHOH QYHENHeR BpeMeHm.

Pacemorpun moapobmee cayvaft, KoTAa ©; U ¥, TOCTOAHHH.

BBoguy 0003navenua

— %1 + Pa”a +V (P11 -+ P2va):+ 4pf (py + Ps)
2(p1+ ps)

p — 1Y 4 povy — V (p1¥a + pavs)® -+ 4pf (p, + Pz) (4)
2 (p1+pa)

A =P1+Pz.
4

1) Hpot. H. B, Memepexu #, Junamaka T0UKE nepéuennoﬁ MACCH.
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Hoaarag f> 0, BuguM, 4T0 o ¥ 3 BemecTBeHHH u Epome Toro >0, 8 < 0.
Ypasaenue (3) mepemHchHBaeTcs B BHAE
dv
—_— = — Adi. 5
Yo ©)

Ero umTerpax
a— Cpe” ME—H

T e M- ©
[ponssoabHad mocroadHas C ompelendercss U3 HAYAABHOTO YCIOBHA
= Un. 7
v t=0 0 ( )
Otewaa
__Yp—a
0=2=2. ®

13 pasemcrBa (6) MBI BuAmM, 4T0 IpH OecIpejeJbHOM BOSDACTAHNM BpeMeHH i JBH-
HeHHe HATH ACCHMOTOTHYSCEN Mpubammaered K papHoMepHOMY. CooTBeTcTBYIOmMHE mpejed
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Résumé
§1.Sur la théorie dubroyeur a4 boulets.

La durée du mouvement d’un boulet dans le broyeur & boulets peut étre partagée
en trois intervalles. Au cours du premier le boulet n’a pas de mouvement relatif par
rapport au cylindre tournant et se meut comme &' il était invariablement lié & celui-ci.
Au début du deuxi¢me intervalle le boulet en question se sépare du cylindre (considé-
rons les boulets extérieurs), mais continue encore & s'appuyer sur le boulet situé au-
~dessous. Enfin le tfroisiéme intervalle commence au moment o le boulet en mouve-
ment quitte celui d’en bas. On identifie d’ordinaire ce moment avec celui de Ia sépara-
tion du boulet d’avec le cylindre. Toutefois ces moments ne coincident pas en réalité.
Pendant le temps qui les partage le boulet inférieur continue & exercer une pression sur
le boulet supérieur et grice a cela altére la trajectoire que le centre de gravité de ce der-
nier décrit pendant le troisiéme intervalle. :

Dans le présent paragraphe mnous envisageons le mouvement du boulet pendant le
deuxiéme intervalle, appliquant les équations intrinséques (9) et (12) du mouvement du
centre de gravité du boulet considéré. On détermine la durée ¢, du deuxiéme intervalle.

La question du caractére d’un mouvement (relatif par rapport au cylindre tour--
nant) de deux boulets en contact doit étre 1'objet dune étude spéciale.

§2 Mouvement d’un point pesant avec frottement sur un
hélicoide Y)
- Le probléme posé se' rencontre dans la théorie du séparateur spiral.
Dirigeons I’ axe des z verticalement vers le haut. L’équation de Ihélicoide dans les
coordonnées cylindriques 7, 6, z a la forme z=ar-+b 6, ou b<0.

1) Le contenu de ce paragraphe, lu par I’auteur le 20 movembre 1930 dans la séance de la
Société de Mécanique de Leningrade, a été inclus dians la communication faite par le prof.
M. Akimoff le 25 juin 1930 au congrés des mathématciens russes a Kharkov sur le méme sujet.
Ensuite, cette communication a paru dans le journal «Zeitschrift fiir angewandte Mathematik
und Mechaniky (Ne 1, 1931) sous le titre «Ueber einen Fall der Bewegung eines schweren Pun-
ktes auf einer rauhen schiefen Schraubenfiiche». . ,
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Ecmons les équations différentielles (2) du mouvement 1), oit v designe Ia vjtesse
du point, k—le coefficient de frottement, ¢g— laccélération due a la peqanteur et ol
est introduite l'indication abrégée (3). Nous voyons par la substitution directe que les
équations différentielles (2) ont le systéme d’intégrales particulieres %) r=a, 8=,
ot les constantes a« et B se déterminent par les équations (9).

En introduisant les variables mnouvelles & et v liées avec les variables primitives r
et 6 par les equatlons r=oa+8 6=3t+n et en developpant les parties gauches des
équations différentielles (2) sulvant les puissances de £, &/, %', présentons ces équations
sous la forme (7), o § ="

Les équations diftérentielles (7) ont la solution particuliére & =0, % == 0. Cherchons
une solution de ces équations voisine & la solution £=0, { =0, en présentant & et C
dans la forme des séries infinies

o )
t= 2, (=3¢
j=1

j=1

On trouve les fonctions & et C, successivement par  les équations dlffelentle]les linéaires
du deuxidme ordre & coefficients constants.

Le systéme (12) d’équations dlfferentlelles détermine &, et ¢,. Il existe, comme
cela se manifeste des exemples numériques, un domaine des valeurs des paramétres a, b, k,

pour lequel les racines s, sy, s; de 1’équation caractéristique (14) du troisiéme degre
b

ol 3= ——, ont laforme s; <0, sp3 =h 4= ps (£ =17 —1), les parties réelles de toutes
les racines étant négatives (A < 0). Dans ce cas les expressions de & et n;(C; =7"y) se .
présentent dans la forme

£, = Ae™ + ¢ (E cos pt + Fsinpt),
ny = Axe™ + " [(Eo + Fr) cos pt — (B — Fo) sin pt] + D,

ou 4, E, F, D sont des constantes arbitraires et X1, 3, T ¢ déterminent des équations (15)
et (18)
La solutlon du systéme (7) d’équations différentielles exprimée par les séries infi-

nies £ = 2 . L= ZC sera asymptotique par rapport & la solution £ =0, £ =0.
j=1

Ces senes serontJ convergeantes, si les valeurs absolues des constantes 4, E, F sont
assez petites.

Remarque. Iétude de la stabilité du mouvement uniforme du point sur une hé-
lice correspondant & la solution particuliére &= 0, £=0 du _systéme d’équations - diffé-
rentielles (7) n’a pas été 1'objet de nos considérations. Cependant, des propriétés des
racines de 1’équation caractéristique (14) signalées ci-dessus, 1l suit 1mmed1atement que
le mouvement considéré est stable par rapport aux fonetions E, 8 et L=v"

§ 3. Sur un cas du pendule ayant l'axe de suspension mobile.

Un solide pesant A peut tourner autour de l'axe horizontal B dont deux points glis-
sent sams frottement le long de deux lignes droites DE perpendiculaires a cet axe, 1mmo-
biles et paralléles (fig. 3). Ces derniéres forment avec le plan horizontal Pangle a.

La positicn du solide se détermine par deux parametres: Iabscisse s du pomnt B
et langle ¢. Le théoréme du mouvement du centre de gravité et celui des forces vives
nous fournissent 3) deux intégrales (2) des équations différentielles du mouvement.

1) Les équations différentielles (2) du mouvement ont été écrites pour la premiére fois par
le prof. M. Akimoff sans étre intégrées, voir prof. L. Levenson, «Machines for ore dressing. Spi-
ral separator, its theory and design», p. 49 — 50 et préface.

?) La remarque sur la possibilité du mouvemant correspondant, quand lepoint décrit
uniformément une hellce, a été faite par le prof. L. Levenson.

3 Painlevé, Lecons sur l'intégration des equatlons différentielles de la mécanique,
p- 37, V.
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La liaison entre le temps ¢ et 'angle o <exprime par Pintégrale ultra-elliptique (3)
ou (5). Dans le cas particulier (¢,= =, 4;=~— 1) nous aurons le mouvement asympto-
tique du pendule dans une direction déterminée, quand il s’approche indéfiniment de la
position (9= =) sans jamais latteindre. Alors [Iintégrale ultra-elliptique (5) se réduit
a une intégrale elliptique.

Dans le cas des oscillations petites du pendule autour de la position (p=10) la
liaison entre ¢ et f peut étre exprimée par la fonction elliptique de Weierstrass (18).

Le probléme considéré est en rapport avec la question de la stabilité du mouve-
ment d’un solide pesant qui glisse sans frottement sur un plan incliné en s’appuyant
sur lui le long de deux lignes droites 4 et B (fig. 4).

§4.Sur un mouvement du solide suspendn d’une maniére
élastique.

Draprés les résultats de ce paragraphe on peut écrire I'équation du mouvement de
la cage du puits de mine pendant son ascension pour lintervalle de temps prés du mo-
ment initial. On résout le probléme approximativement en négligeant la masse du céble,
sans grande importance en comparaison de la masse de la cage, et on considére le cdble
comme un fil élastique.

Drabord nous écrivons D'équation différentielle (8) du mouvement de la cage. Son
intégrale peut &tre représentée par une série entiére (22) en ¢ (temps) convergente dans
le cercle du rayon r déterminé par’l’égalité (25). Enfin nous trouvons une limite supé-
rieure de D’erreur qui a lieu si I'on ne retient que m— 1 premiers termes de la série (22).

§5.5ur un probléme de dynamique des systémes de masses
variables. '

Un fil flexible inextensible est assujetti a rester sur une courbe fixe ABCD (fig. 6).
On suppose qu’il n’y apas de frottement. Désignons par ¢, le poids de l'unité de lon-
gueur de la partie homogéne AB du fil. Introduisons I'indication analogue g pour la
partie CD. Enfin considérons les parties BC' et DA du fil comme n’ayant pas de masse.

Supposons que le fil se déplace dans la direction de A & B et que pendant tout
le temps du mouvement a lien une distribution stationnaire des masses sur la courbe fixe.
C’est pourquoi quelques unes ‘de ces masses doivent étre introduites dans le systéme dans les
points A et C, tandis que les autres doivent &tre éloignées du systéme dans les points B et D.

Désignons les vitesses des masses introduites dans les points A et C par v, et v,,
ne coincidant pas dans le cas général avec la vitesse v du fil. Par l'introduction de nou-
velles masses 1l se produit des chocs continus. Supposons que I’éloignement des masses
a lieu sans chocs. Tandis que la vitesse v .du fil est une fonction continue du temps ¢,
les vitesses des masses infiniment petites introduites dans le systéme regoivent des accroi-
ssements finis & l'instant de leur adhésion au systéme..

Pour trouver le mouvement du fil nous employons ume des méthodes connues de la
dynamique et obtenons I'équation différentielle du mouvement du fil, en désignant par p
le poids total du fil et en prenant pour axe des z une verticale dirigée vers le bas
(les auntres notations sont évidentes)

dv [
dt=f+l_pl U(v1“”)+‘:;’”(”2—”)a
oul
hy-+ poh
f=BTheh 1:-9225' hy=23—5, hy=2p—2.

Si les valeurs »; et v, des vitesses sont constantes, V'équation précédente peut éire
intégrée. Dans ce cas, quand le temps ¢ augmente indéfiniment, la vitesse v du fil tend
vers une limite déterminée (f>13).
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