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06 unrerpasge Kpomexrepa

lpogh. A. Rypascruii
Ueber ,das Kronecker‘sche Integral“

A. Jouravsky :

B cBonx ray0ormx uccaefoBaHAAX, IOCBAIIEHHHX (QYHENHAM MHOPHX IlepeMeHHBIX,

Kronecker 1) 0EAa3ak, 9T0 BONpPoC 00 ompefielenuH Yucla KopHel cucreMsl aareGpauyecKnx
ypasHeHn it
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CBA3AH ¢ ONpejelenued BeJMIMAH WHTErpaJa
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eCIE 7 eCTh YOTHO® UHCIO, WM/ OTANYAGTCA OT 9TOT0 ONDEROIHTENS NHOKETeeM
(—1) ™!, ecam » ecTh WHCAO HeveTHoE 2),

HHTBFPKI)OB&HH& pacnpocTpanAeTcd HA COBOEYNHOCTh 3SHAYCHHE @4, Zy,-. .Z,, YA0B-
JeTBOPANIINX YPABHCHUIO

(X1, Tgy ... ,) =10

Ecim uepes o 00603HAUATH HOBEPXHOCTH CePH pajdyca eIMHMIE B MPOCTPAHCTBE 7
W3Mepenn#t, TO BeAMIHHA WHTrpaia / OHpPeJeNfeTcs PABeHCTBOM: '

I=wo(P—N), ~ @)

1) Monatsberichte. der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1869, 1878.
2) Monatsherichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 1869.
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rie P ofo3mauaer umcio ROPHef CHCTEMBI, YI0BJeTBOPAIOIINX HepaBeHeTBv (2), 11 Ko-
TOPHX QYHRIMOHAJbHEIE ompegesuteap & PyHRui fy, fo...f,

0fh 0fr  9h

ox, 0wy’ " Ou,

|

- . . . . . . ]

A=| ...
i

|

O0fn 9fn  Ofn

dmy Oy’ da,

moJokATedeH, a N — qucao ROpHeﬁ YIOBJIETBODAWINAX TOMY Ee YCJIOBI/IIO A BOTOPBIX
oupereIuTeab A oTpHLdTeqeH.
Beayunma o jgaercs PaBeHCTBOM

PaBencreo (4) mMeeT CHAY JHIIb B IPe]NON0:KeHHH, UTO ONpefelnTels A He 00pa-
maeTcd B HYJb N14 EopHedl cHeTeMsl (1), yjoBieropAIOmUX HepaBeHCIBY (2). Picard,
CTpeMACHh BEIPA3HTh UMCI0 EOpHel cmcTeMH (1), yJ0BAETROPAIUX YCX0BUIO (2), depes
MATerpas (3), MOEA3a) MpHeM, ¢ MOMOIBI0 KOTOPOre Beerfd O0EashIBAETCA BO3MOKHEIM
CBeCTH IIOCTABIEHHYI 32Javy E ONDeleJeHHI0 WHTeI'pala, aBaJoTHYHOr0 muTerpaly (3) %)-

B uccrepoBamuu Picard’a cymecTBeHHHM dBAAeTCS YeI0BHE, 4T0 (YHENHOHAJABHKIH
ompefemnTess A He obpamaercd B HyAb OJHOBPEMEHHO €O BeeMU (YHROMAMU

fl(xl,...a:,,), ce e (@ zy), '

dror mocaefmuit cayyair mpencraBiser mo 3ameianuio Kronecker’a oco0me TpygHocTH.
OfHaK0 BechMa MHTeDecHO W I STOT0 CAYYad BHIACHUTH ¢BA3DL WHTerpaia (3) ¢ RopHSA-
ME cucTeMH (4).

B macroamedt pabore MH OI‘pa.HK‘II(IMLH paccmMoTpenueM HaubGoaee mpoeToro u Haubo-
Jee BAWHOTO B NPAJIOEEHHAX cayyad » = 2.

. B aroM mpocrefimiem cayvae manumem cucremy (1) B Buje:

Plx,y) =0, Q,y)=0. G

Huterpaa (3) Momer OHTH Hepellcal B BHJE

Pdy—QdP

I=) g

4

(6)

rie: C ecTb EpUBafd, OHpejelseMad ypaBHeAHEM
¢ (z, y)=0.

Oysruun P n Q 6y11e\1 HpeinosaraTh OJHO3HAYHHIMH ‘M HOIpPepPHIBHHIMH BMeECTe
¢ UX YACTHHIME LPOMSBOAHKIMH BHYTPH OfHOCBA3HOR obmacrm 7.

Kpusag C jemutr BEYyTpH oOxactH 7.

Opepmonoxuy ewme, 9t0 $ynennu Plz, y) 1 Q (x, y) 06pamamca 0JHOBPEMEHHO
B HYXb TOABKO IJA EOHEUHOTO qucJa 3HaveHHH (2, ) pEytpu obiactm 7. Tome camoe
HpefNOJOKenne cleaaeM U OTHOCHTEJHHO OJHOBPeMEHHOr0 o0paljeHus B _HYJb (YyHENHN
p 0P 9P, Q 99 9@

* 3o’ oy ¥ ox’ By’

1) Kronecket. Vorlesungen iiber Theorie der einfachen und vielfachen Infegrale. S. 266.
2)Picard. Journal des mathematiques pures et appliquées; Picard, Traite d'analyse, t. I,
p. 83. T. 1I, ch. VIL. | .
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[loapsysacy reoMeTpudeckuMH NpejCTABIEHIAMY, NOCTABICHHKH BOIPOC MONKHO BHI-
CKa3arb B Takofi (opMe: KaroBa cBA3b WHTerpaia J ¢ 4HCAOM TOUK MepeceyeHns Epu-
BHX P u (), aemamux BEYTpH EKomrypa C. (M mpejmoiaraeM, 4T0 HeDaBEHCTBY
¢ (x, y) <0 orsevarr Tourm 7', Jemamue BEYTpH KoHTYpa C). ORpy®uMM Eamiyo u3
atux Touek kpuBolt G, (s =1, 2,... k) CT0Jb MAIHX PA3MepoOB, 9T00H BHYTPH ee Jexata
OBl TOJXBEO OJHA TOUEA Tepecedenud EpuBuX P, Q. B cuay npejnoaoimennfi, cleJaHHHX

OTHOCHTEJbHO (YHENUH, MMeeM DaBEHCTBO: .
n
PiQ — QAP <0 {* PAQ — QdP
“pye —X2)Fre g
s=1 Cg

MocraBrenrad 3aj4at1a CBOAUTCI K U3YIeHMW) HHTErpaJa

PdQ— QdP -
EIg (8)

I, =

upudeM BHYTPM KOHTYpa C, JeRHT TOABKO 0XHA TOYKA MepPecedeHus RPHBHIX.
Ipentionowuy eme, 910 KOBTYP C, CTOJb MAJX, YT0 BHYTPH ero HeT 0co0eHHEIX TOUeR
KpuBHX P 1 @, ecinm T09Ka 0epecedeHHd EPUBHIX €CTh O00bLIKHOBEHHAA TOUEa 000mX.
Ecau me toura mepecedeHud ecTh 0co0eHHad TOYEa Xotd O JAd ofHOH u3 EDHBHX,
T0 HaJJEEAMAM YMeHbITeHWeM kKoHTYpa C, BO3MOBHO Beerga JAOCTHYL TOro, 4To0bl APY-
rux, ocobeHHEIX Todek EpuBRX P ® ) BHyTpu KoHTypa C, He Onixo. Bosbmem mpeoG-

pa3oBanue .

O6aactn, Gauskolt B Touke mepecedemus P m @, Oyxer oreyaTh 004acTh 3HadeHmi
X, Y, 6musgux E myao. Bpusoit C, Oyper orsevars kpmBas I',, HaXxogamadca BOJH3H
r=1{ y=0. : :

BEpusasa I', samrnyrad.

Iarerpaa (8) mpumer Buj

XdY— YaX ‘ '
L= [ ~xeyy (10)
H3BecTHO, YTO }
*XdY — YdX
w =2 m, (11)

§

“

TJe 7 ecTb rexoe MOJOMUTEIbHOe, 0TPHNATe]bHOE UHCIO HAM BYJD.
Yuexo m 3aBUCHT OT TOT0, Rak W cEOAbKO pa3 xpusaa [, o6xopur Tousy (0,0).
J10 mocrefnee 00CTOATEBCTBO TECHO CBA3AHO ¢ XaPaKTepoM TOYRH IepecedeBus

EpuBHX P 1 Q.

M3yuymm 5Ty cBd3b BHUMATeXbHee.
OTMeTHM 0YeBUJHOE IpejIoKenHe.
Ecan mouka (,, y,) Epusofi C, ompejerdeMoll ypaBHEHHeM

f (@ y)=0,

ecTh TOURAa OOHEHROBEHHAd, TO IO OAHY CTOPOHY EpuBoH Qymkuua f (z, ¥) Goipmme Hyas,
N0 APYry0 MeHbIIe HYAd B cMemHOCTH ¢ Toukoh (xy, ¥,). @ymEmma f(x,y) opexmo-
zaraeTcd 0JHO3HauHON, HempepHBHOH, nmpepenunpyemoll ¢ymrumeft x, y. dro mpermoN0-
®eHEe JaeT BO3MOEHOCTh ¢leJaThb 3akl0YeHHe, 410 KOAb cROpo QyHENHA - f(z, ¥) ecTb
0JHO3HAYHAA, HENpPeDHBHAA (YHENUA BMECTe €O CBOHMH YACTHHMHE IPOM3BOXHEIME
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B CMEKHOCTH € TOUROH (Lo, %o) M TOUKA (Zo YY) ©CTH oCOOBHHAA TOUEA KpHBoOH
f(x, y)=0, To gacro Berseli KpuBofl f(x, y) =0, NPOXOAAMUX Uepe3 TOUEY (Zy, ¥,),
eCTh UHCJI0 96THO® MJIH 3Ta TOYEA €CTh HM30JANPOBAIHHAM.

B camoy jene, ommmeM EPHBYN, OEPYEAWNYI TOIRY (o ¥p), CTOAb MAJOTO paji-
yea, 9T00M 3Ta KpmBad IepecekJa Bce BeTBH KpuBofi f(x, ) = 0, BHXOAAIEE M3 TOUKH
(@, Yo)- Tas EaE mpum mepexope Rawmpofl BerBm QyRENUA MeHdeT 383K, a mpH obxofe

IO EpuBO# MBI BO3Bpam{aeMcd & HAUaJbHOMYy 3HAYeHHI0 QYHENUE, TO 9HCIO Iepecerae-

MHX BeTBeft kpuBo#t C ecTh WmcAo dYeTHOE.

B cayuae, rorga QymEnma f(x,y) coxpaHder 3HAE B CMeRHOCTH ¢ TOUEOf (Zg, ¥o)s
372 TOYEA ecTh M30JHDPOBAHHAS.

Ilocre 9Toro samevanma BepHeMcd K Hamefl 3afade.

PacemorpuM obmuft cayvaff, mpeamosaras, uro TOUEA MepeceleHHs ecTh ocobeHHad
ToYRA Eak EpuBOf P, Tak M EpHBOR Q.

Bersu EpuBoit () pacmoiaramrcd Eak-To Mexkgy BeTBAMH EpuBoit P. Ilycts MeEAy
AByMa BerBAMH P semur germoe uucao BerBet . IIyers kpuwsas C, croap Maja, dTO
OHAa IlepecekacT Bce BeTH KpHBHX P 1 Q. ’

Ilpu umepexoge mo purot C, ot oxHo#t BerBE P po0 xpyro#t ¢ymenua P(zx,y) Oymer
COXpaHATh cBO# 3HaK, a QyHROUA ) (x,y) NEPeMEHHT ero YeTHOe YMCAO Pa3 M BepPHETCH
E TOMY e 3HaRy, 94T0 I B Havage myTtd. Yacte Epusoit I',, cooTBercTBylomaa paccua-
TpuBaeMoii yacTu kpuBofi C, mepeceduer 9eTHO® 9MCIO Pa3 Och ¥-0B, OCTaBadACh MO OAHY
CTOPOHY OCH X-0B.

Sawenum Epusyl I', xpusolt I, roropasd orimuaerca or pusoft I, ammb TeM, UTO

- Ha paccMaTpuBaeMOM YJacThe HYTH OH4 He IepeceEaeT OcH -0B, & B AadnHef menm pac-

I0JaTaeTCH OTHOCHTENbHO ocefl 2-0B U y-0B Tak e, Eak H kpupad I',.

loxomuy Temepb, YTO MeK1Y ABYMA BeTBAME P DACHON0OKEHO HeYeTHOe UHEJI0 BeT-
Beft Q. lpm mepexoxe or oxmo#t Bersm P no apyroft ¢ymenma P (x, y) coXxpaHdeT 3HAR,
a ¢ymennga @ (z,y) MemAeT ero HeUeTHO® YHCAO Pas. :

“Ha yvactke spuBolt T, coorBeTcTBylomelf paccMaTpmBaeMoyMy yuacTEy C,, pacmono-
JEeHO HeUeTHO® IMCI0 TOYEE NepeceveHHsA KPEBOft ¢ OCHI0 y-0B. 3aMEHEM B 3TOM clydae
xpusyno I, ®puBofi I, EoTopad HA paccMaTpEBAEeMOM Y9YacTEe IepeceKaer 0ch ¥-0B
0JMH pas, & B faJpHeHmeM pacloiaraercd OTHOCHTENLHO ocefl TAR e, EAE M EPHBAA
I, 1 B ToM M B APyroM cIygae HMeeM:

/' XdY — YdX _ [ XdY — YdX 12)
T,

Xz |- ¥* X2+Y2—

§

Ymcao ToYek mepecedeHHs EPMBOE I, ¢ ocAMH -0B H y-0B DaBHO YHCIY TOUeE
mepeceueHns EpuBOfi [, ¢ TeMm e ocAMH MM MeHBIN® HA THCAO TeTHOE. ,
PaBencTBO MMeeT MecTO JHIIb B TOM cAydYae, KOPJa Me®Iy ABYMA BeTBAMH P 3a-

Eagaercd He Goapme ofpmo# BeTBH Q.

PaccmaTpuBag B 3ToM .IOcIefHeM c¢lyJae yyacTku Epusofi I, coorsercTByloImue
yaacTEaM EpuBofi C,, pacmoJomeHHHM MexE]y ABYMA HOCIe{0BATEIbHEIMN TOURAMH Iepe-
ceennd C, ¢ BOTBAMH (), H NOBTOPAA TOXHEO 9TO TpPHBEJSHHLIE paccymienud, anbo
3aMesuM KpEBylo I, apyrofi, y koropoli umelo ToYeR mepeceueBHd ¢ OCAMHM MeHbIIe,
anbo mpufieM E 3aRA0YeHAI0, YTO BeTBH P mepememaloTcd ¢ BeTBAMH ().

Tagum o6pa3oM MH BIpaBe BHCEA3ATh Hpelmodomenue. Fcxu BeTBU EpMBHX P H @
HO mepeMem®awTcd, To KpuBad I, Beerga MomeT OHT» 3aMeHesa kpHBoft I',', mepecerarn-
meft oci £ ¥ Y B MeHbINeM YmcJe TOYek, Hemexam Kpusad I',. Beawmumma wmmTerpana I,
npy aroM He MeHAercd. llpmMensd ® HOBOH EpmBOH TO Re MpeymoNOReHNe, MOKHO NepeliTn
01 mee k momoft kpuBofi [," ¢ eme MeHBMEM YMCIOM TOYEE IepecedeHnd Ha Hell ® T. .
Yucao ToueE mepecedeHasa RpuBoR I, ¢ ocaMm komedHoe.

HoatoMy, IpON3BOAA YEA3aHHHE 3aMeHH EDMBHX, Mu JH00 mpueM E Epusofi I,™
Ha KOTOpOH TOYEM MepeceyeHHI € OCAMH Z-0B M ¥-0B IOCIHEJ0BATENBHO IepeMemanTCs,
xubo E Tagofl, RoTopad He IepeceBaeT ocefl. _

B mepBoM cayyae umCA0 TOYER Mepecedends 0YeBHIHO Jeautcd Ha derwpe. (003Ha-
MM ero vepes 4m,. .
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A

Yucao m, Oygesm cunTaTh MOJNOKUTENBHEM B cAydae, EOTJA HPH ABHEEHMM IO EPH-
B0ft C, B HANpABJeHWH, MPOTHBHOM JBINKEHHI0 YacOBOE CTPEIRH BOEPYT TOIEH (Z,, ¥,)
MH OepexofEM M0 Epupolt I, B TOM e HANpaBJEHHH BOEDYL TouEMm (0,0) I OTpHIa-

TeJbHHM B IIPOTHBHOM cIYy4uae.
B cayuae, korga mpusaa [, me obxoxut Toukm (0,0), OyaeM cumrath m, = 0.

Hpﬂ 3THX YCJIOBHAX HMEEM 0YeBUHO
I, = 2xm, (13)

IloxameMm Temeph, KAE MOKHO ONPEJEINTH UHCAO 7%, 3HAA B3AUMHOE DACHOIOKEHHE
~ perseft ®pusnx P u Q. (0603maumyM uepes P, P, .. P, BerBm kpuBof P(z, y) =0,
qepe3 @y, @ ...Q, BerBu Epupoil @(z, y)=0. Toukn uepecesenua xpupoit C, ¢ BeT-
saMn EpuBofi P, o0o3mayuM 4Uepe3 p, a TouEM Imepecetenus C, ¢ (), o0o3maumm,
. gepe3s g, '

Touke p, oTBedaeT HEKOTOpad TOUYKA %, OCH Y-0B, TOYEA ¢, — HEKOTOPad TOY-
Ea 2z, ocH x-0B. Bee TouEM y, W x, JemaT Ha LpuBolt I, ¢=1,...2m, k=
=1,...2n). : '

Oﬁosnaqzm gepe3 ¥, 2,9 rouEm Hepecevennd kpusolt I,() ¢ KoopAuRATAEIMK OCAMH
(0 = h). Hanmmem TOYKE ¢/, Ya, .- - Yom> L1, Ly .-.T, B TOM IODPILKe, B EOTOPOM OHH
pacuoJoxensl Ha KpuBoll.

Eexw MeAy ABYMA TOUEAMHU Y, Y, JOEET UETHOE THCIO TO9CE X (K = 1,...2n),
TO MH 9T TOYEM BHUEPEHEM, €CAH e HeueTHOe, TO OCTABEM OJRY, H TAakmM 00pasom
fOCTYNHEM OTHOCHTENBHO BCeX NApP T0Yek (¥y, ¥s),... ,(?/2,,,_1, Yam)> Yz Y1)- OcTaB-
mascd CHCYeMa TOUeE &y, La's...Z’y 7 Yy, Yo's . Yo,y (T09EA g/ coBHAjaET ¢ )
faer TOYEM mepecevemEA EpuBol I ¢ ocamm.

OTHOCHTEABHO CUHCTEMBI TOYEE &y',...&Ly, Yy -..Ys,, MOCTYNHM AHATOTHIHHM IyTeM.

Ecam memzy Ttousamu =, ', 41 AGHHT 9eTHOR THCIO TOUCE y,’, TO BCe 3TH TOUEH
BHIIEDEMBACM, 6CJH Ke HeUeTHOe, OCTABAAEM OJHY. . .,

ITHM IyTeM mepexojuM E HOBOE CHCTeME TOWER &;”, ... Ty, ¥y ... Y, (T09BAZ,"
coBmajaer ¢ x,” mpm ¢ =12...n/, n’ =n"), cooTBercTRyOmel TOYEKAM IepeceYCHHT
L) ¢ ocamm.

Ilponoaaa aroro poga omepanulo jakee, aubo BHYePEHBAeM Bce TOYEM Ju00 IPH-
JeM L PAAYy, B EOTOPOM TOUEH &, [EPEMeRANTCA TOYEAME .

J10T moclefHME DAX JacT TOYRM NepecevemHs EpuBof L™ ¢ ocaMm, u veTBepTad
93CTh YHCIA TOYEE B DOCAENHEM PAAY ecThb WHCNO 713, CHCTeMa TOUCE Dy,. - « Days Q15 - - Qo
pacmoJomeHHAd B TOM MODAAEEe, B KOTOPOM OHM JNeEaT Ha EpuBof C, moxyJaercd u3
COOTBETCTBYIOWER CHCTOMH Zy..Ts,, Y1ve--Ya,, PACHOXOREHHOH B TOM HOPAAHE, B EOTOPOM
STH TOUKH Jemar gHa EpuBoit I',, npocroft 3amenoft Oy y,x OyEBaME p ¥ q.

Hakomen, cmcrema BeTBell kpuBHX P ¥ (), pacmoxoeHHAd Tak, Kag OHE II0CIeJ0BA-
TeJbHO BCTPeYATCS ¢ EPHBOH, HOXYIUTCA M3 CHCTEMB TOUEE Dy, - -« Py Q15 - » - Jans PACI0-
JOEEHHHX B TOM HOpAjKe, KAk OHH Jekar HA kKpuBoft P, 3amenoff OykB p m ¢ Ha
OyeBe P u Q. 7

Bee, uTo ¢Kasamo o BHYGPEMBAaHUH TOUEE X, H ¥,, 0e3 BCAKOTO H3MEHOHHS MO-
#eT OHTh NpHMEHEHO K TOYEAM p,, ¢, WIH BeiBaM P, m @, I MH IPHXOAHM

E OpaBuIy.
‘Teopema. [I1a moaydenusd meaoro YHCHA, JAWOUEr0 BeAMIUHY HHTErpaia
: PdQ — QdP -
Is = __P?W ,':27"”&’ (14)

8 .

Ha[JIeKAT MOCTYIATH CICAYIONEM 00DPasoM: ONpefelMB pacHoJ0menue BerBeff EpUBHX P
U (, BHIYePEUBAGM BCe BOTBH KPUBOH (), PacmoiomeHHHe MexJy EAXAHNME ABYMA IIO-
Cl1ef0BaTeAbHLIME BeTBAMYM P, ecIH WHCIO TAguX BerBeff () JeTHoe, M OcTaBideM OJHY,
eCJH 9T0 YHCAO ecTh YHCN0 HEYeTHOe.

Hcxops 0T ocraBmEXes BeTBelf, BHUePEWBAEM Bee BeTBH EpMBOR P, pacmooieHHHS
MeEIY KamIHMHE IBYMA UOCIeJ0BATEIbHHIMH W3 OCTABMIEXCA BerBefl (), ecAm dmeIo Ta-
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Enx BerBefl P 49erHOe, I O0CTaBAfEM OJHY M3 HHX, CAU dT0 YHCIO €CThb YMCIO Be-
YeTHOE. ’

J1y omepanui IPOJONLEAEM 10 TeX WP, Moka Julo He BEIYePEHEM BCG BETBH, aubo
UpAfeM E TAKOMy PAacmOX0FeHHMI0 Berpell, Korja BeTBH P IEPeMemANTCA C BETBAMI
Q. Yerepras vactb umesa BeTBedl faer YUHCIEHRYI
BEIMYHAY YHCAR 77,

SHAK m, oupejelderca clelylomnM o00pasoM.
BosbMeM ocTapmuecsd BeTBH. KEedu mpH JBUKeHUH
NpOTHB YacoBOfi CTPEJKM BOKDYL TOYRHM Iepece-
YeHus. KpuBHX P u () MH OygeM Berpegars 32
BeTBLI P, BIA TOYeE EOTopoll Q(x, ¥) MOJOKH-
TelbHO, BETBb (), IIZ ToueE EKoropoli F(x, %)
OTPHIATENBHO, TO 0, — YHCI0 IOJORHTENbHOE, B

- X mpotMBHOM cIyYae M, — OTPUNATEABHOe IHCIO.
PaccMoTpUM HECKOIBEO IIPHMEPOB. '
Opumep 1. Moxoxum, 910
P, y)=y*—2*=10 (15)
Qx, P=y—oaw=0
u 33 ypasHerme kpumBoft C mpumen
| # (B9) =% + g — 12 =0,
Puc. 1. r < a2}/ 14a® opum a=+ 0.
TpuMensa YEA3AHHOS TMPABHIO, HAXONIM, TO '
PdQ — QdP 0, 0 \
- fRO-Gr_ (4 D )

B camom nexe, EpuBHIe

P u @ pacnoaaramoresd, Eag 49
NOKa3aHo Ha Yepreme. lpu L My T~
a0 obe sersy P u P’ /./ N
Je®aT N0 OFHY CTOPORY . o
npaMoll QQ ® mETErpal / \
pasen Hyao (puc. 1). i *\0

Ipr o=0 npavas Q ¥ M; g M, X
ofpamaerecs B ock X-0B. ! ‘ }
Betem P m P’ mepemexa- \ /
porea ¢ ocamum OX m OX'. \ /
Yyuexo Berseit P u () paBHO AN 4
9eTHpeM. p : N _ d

Ha sersnm GynEIma ~— .
Q, ) > 0. =

Ha moayoen OX’ $yns- ‘
g P, y)> 0. ‘ Pae. 2.

Harerpax I, = —2=.

He TpyIHO Takike, MpHIArad YKasamHGN mpueM, yOeuThod, UTO

; PdQ — QdP 0, a*+4af>1
1= [P = izt
¢’ . .

‘rie C' — eCTh OKPYEHOCTh Dajuyca eJUHEIH.

Mpumep 2. Hoxomnm, I10

Pw, y) =2t +y*—1=0
2 2
. EREE)
Qz. y) =z —y —1=0. (17)
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3a rpuylo C npumeM, 9T00H O0CTAHOBHTbCA Ha 4eM-au00 OmPefe]eHHOM, SJAUINC
22 y? ’
o@, Y=+ —L a>b>1,

O0dmue ropHm cumcrTeMH (17), zemamue BEYTPH dnammea C, COOTBETCTBYIOT TOYRAM
Ml(l,O), M2(071)’ Ms(_‘ 1’0)’ M4(01 - 1)

Harerpax Pig — Qap
I= (f ek

B3ATHH 10 DAAMICY, cBefeTcA HA MATSrPaJtH, PACUPOCTPAHEHHANE N0 EPHBHM, OEPYHAK-
muy TOYRM My, M, M, M,, K0TopHe B CHIY OCHOBHOI0 MpeLI0XeHHA CyTb HYIH.

. q P

" Pac. 3.

PdQ — QP __
I== '——Tﬁ——_[—_—Qz———O-

[IprBejeHHEe TpUMEPH MORA3HIBAKT ¢ EKaKoH JersocThi0 fapHOe LIPABHIO MO3BO-
JAer HaXOJUTh BENHTHHY MATerpaia (puc. 2).

C mpyro#t cTOpoHH, Kak IpUBeAeHHEIe I[PEMEpPH, Tak u o0mee paccymaeHde o0Ha-
PY&HBAIOT, YTO BeauiuHa HHTerpala I HE [aeT HUKAKOT0 MPEICTABIGHEA 0 THCIe EOp-
Hell cmCTeMH, PacHOI0EeHHHX BHYTPH JaHHOIO EoHTYpa O. : :

OcofeHH0 BHIOYEI0 BHICTYNAeT HECOBePMEHCTBO M HENPUTOAHOCTh WHTerpald B IpH-
MeHeHMH E pemeHHI0 3329 Sturm’a Ha cIefyoOI[EX ABYX IIPOCTHX IpuMepax.
Opumep 3. Hoxomuy, 4T0 ypaBHEHUA

P(z, y) =07 Q(xa y)= 0

HMeI0T pemente. (T, ¥,), Iyers Touka M(xy, y,) ecTb o0HEHOBeHHAA TOYEA 00emx
EpuBHX P u @, u nyckalt B aToff TOUKe EPHBHE CONPHKACANTC.
B agoM cayvae pemernme cmcTeMH A0NEHO OHITh EPATHEIM.
" Mexgy TeM mHTErpa’ _
I [ P1Q—Qdr
- PP
) M
-B3aTHil 1o EpuBoit C, ospymammedl TouRy M(xz,, ¥y,), 1nbo paBeH HYIHO R ciyyae co-
OPUEOCHOBGHUS HEYETHOTO IIOPAAKA, ROrAA EpUBas P JexuT IO OAHY CTOPOHY EpHBOH
(puc. 3), ambo paBeH 2w B cAyyde CONPUEOCHOBEHHA U6THOI'0 IOPAAEA, EOTAA OJHA KDHU- .
Bad Iepeceraer Jpyrywo. '
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B mocaejmeM ciyiae WHTerpal He JaeT HUKAKUX YKasaHu#t OTHOCHTeNbHO KDATHOCTH
pelleHHs W Bce IpPeICTABIAETCA Tak e, Kak ecaH OH pelleEMe CHCTeMH He OHJIO0 Epat-
HHM U kpuBhie P m @ mepecekaiuch B Touke Méx, ¥o) (puc. 4).

Rpurepust EPAaTHOCTH pemeHUs CHCTeMH YpaBHeHHH, KOTOPHME obnajaer airedpa,
IpeACcTaBAANTCA CIOXKHEMHE. KcTecTBeHHO HCEATh Ooaee NMPOCTHIX IIPHEMOB.

Hame wmccrefoBamme IOKa3hIBaeT, YT0 9TOTO €ABA AN MOEKHO AOCTHYD HYTeM HDHMe-
meHud Kronecker’osekoro marerpata 0e3 riay0oEoro M3MeHeHHs ero CTPYKTYPH.

Zusammenfassung

In seinen beriihmien Abhandlungen, welche den algebraischen Funktionen von mehreren
Verdnderlichen gewidmet sind, setzt Kronecker die Frage iiber die Anzahl der “Wurzeln
eines algebraischen Systems »

fi(zq, zg,...2,) =0, (r=1,2,...n), )

welche in einem gegebenen n-dimensionalen Gebiet I liegen, in engem Zusammenhang
mit der Werthestimmung des Integrals

i
D Fi(my, - w)day, .. odey_yday ... de,
i=1 N .
RIS 1'; . (2)
2 2 2y 2 -
(hi+fh+t1) »
n—1 .

I =
L N———

Fiir gerade n

“ af dfy dfy dfx

1 dx, ° dxi*l ! dxi+1 dxn

Fl(xl‘---xn)= .............. (3) .
f ol dfa s dfy
nldgy " day g dxi+l >t dxy,

und unterscheidet sich von dieser Determinante fiir ungerade » durch den Fakior (—I) -1
Die Integration erstreckt sich iber die Grenafliche

P @y Ty .eo2,) =0 | @
des Gebietes 7.
Dieser Zusammenhang ist durch die (eichung

n

2
2

r(3)
ausgedriickt. .
P 1st die Anzahl der Wurzeln des Systems (1), welche im Inneren des (rebietes T
liegen und fiir welche die Determinante :

G dh dh |
dey ’ dxzy’ " dz,

I=

F-N) )

dfs s dis
dx, ’ dx, "7 dz,

eine positive ist, N — die Anzahl derselben, fiir welche A eine negative ist. Kein Wurzelsystem
befindet sich auf der Grenzfliche (4).

Die Gleichung (4) ist unter der Bedingung giiltig, dass A fiir die Wurzeln des Sys-
tems (1) im Inneren des Gebietes T niemals den Wert O annimmt.
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Die Gleichung (5) lost die Sturm’sche Aufgabe, m. a, W. gibt die Anzahl der Wur-
zeln-des Systems (1), welche im Inneren des (ebietes T liegen nur in dem Fall, wenn A
sein Zeugnis in T behdlt. Wechselt A sein Zeugnis in T ein, so kann das Integral (2)
nicht zur Losung der Sturm’schen Aufgabe dienen.

Picard hat spiter ein Verfahren gegeben, wodurch die Losung der Sturm’ schen Auf-
gabe auf die Wertbestimmung eines mit dem (2) #hnlichen Integral zuriickgefiihrt ist.

In den Picard’schen Unfersuchungen, wie in denen von Kronecker, hat die Bedin-
gung des Nichtverschwindens der Determinante A fiir Wertsysteme der Wurzeln der Gleichungen
(1) eine wichtige Bedeutung.

Um tiefer in die Frage einzudringen ist notwendig die echte Rolle der gestellten
Bedingung an klares Licht zu bringen. .

Die erste Aufgabe, welcher wir auf diesem Wege begegnen, ist die Frage der Wert-
bestimmung des Integrals (2) im Falle, wenn A fiir das Wurzelsystem der Gleichungen
(1) den Wert 0 anmmmt. Mit dieser Aufgabe beschiftigt sich die vorliegende Arbeit.

Der FEinfachheit halber sind alle Untersuchungen nur fiir #=2 ausgefiihrt.

Die beiden Gleichungen des Systems

P, y)=0,- Q(z y)=0]

stellen sich durch die ebenen Kurven dar, welche sich in verschiedenen Punkten im Innern
des gegebenen, zweidimensionalen Gebietes T' treffen mogen- Diese Punkte nennen wir Wurzel-
punkte des Systems. Es ist leicht sich zu iiberzeugen, dass der allgemeine Fall zu einem spe-
ziellen zuriickgefithrt werden kann, wenn im Inneren des Gebietes T nur ein Wurzelpunkt liegt
und in diesem Punkt A= (.

Im letzten Fall bekommen wir folgende Regel zur Wertbestimmung des Integrals (2).

Wenn der Wurzelpunkt des Systems kein singuldrer fiir beide Kurven ist, dann nimmt
das Integral (2) den Wert 2n oder 0 an, je nachdem die eine Kurve die andere im Pun-
kte ihres Zusammentreffens kreuzt oder nicht (Fig. 3 und 4). .

Wenn der Wurzelpunkt ein singulérer fiir die eine oder fiir beide Kurven ist, dann ist die
Regel viel komplizierter.

Man muss die gegenseitige Lage der verschiedenen Zweigen der beiden Kurven in
der Umgebung. des Wurzelpunktes bestimmen. v

Wenn zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zweigen einer Kurve eine gerade Anzahl
der Zweige einer anderen Kurve liegt, dann streichen wir alle diese Zweige aus.

Wenn zwischen zwei aufeinander folgenden Zweigen einer Kurve eine ungerade An-
zahl der anderen liegt, nehmen wir nur einen einzigen in Betracht und streichen alle iibri-
gen aus. ,

Nachdem wir dies fir zwei aufeinanderfolgende Zweige der ersten - Kurve gemacht
haben, wenden wir dasselbe Verfahren auf die gebliebenen Zweige der zweiten Kurve
an und setzen in dieser Weise fort. .

Zum Schluss wird entweder kein Zweig der beiden Kurven bleiben oder zwischen
%gden der zwei aufeinanderfolgenden Zweigen der einen Kurve ein Zweig der anderen
iegen.

Die Anzahl der geblichenen Zweige sei n. _

Im ersten Fall ist das Integral gleich 0. Im zweiten ist der Integralswert 2nnm gleich.

Dieses Resultat zeigt, dass die gestellte Forderung des Nichtverschwindens der Deter-
minante fiir das Wurzelsystem™ der Gleichungen (1) eine wesentliche ist und dass ohne -
eine griindliche Anderung ihrer Gestalt das Kronecker’sche Integral keinen Dienst zur
Losung der Sturm’schen Aufgabe leisten kann. B



