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0 cpymcgnnx Bessel’a MHOTHX HEPEMEHHLIX H HX
IPUAOKEHNNX B MEXanuke.
M. U. Axumos. |
(OKquaHue)

Sur les. fonctions de. Bessel a plusieurs variables et leurs apphcatlons
~en’'mécanique.

Par Michel Akimoff,
TITABA IV.

HetoTopbie pasnoxieHus B pajbl 1o oﬁbﬁmeuuum ¢ynuuuﬂm‘Bessel’ﬂ.

26. O6o6menue pana Lommel's. O6parumes CHOBa K pas-
JIoKeHUIo (10) .
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M BbIBEIEM U3 HEro HOBbie pasjioxenus No QyHkuuam J (X, xj,.., X_,...)
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aHaJornyHble pasnoxeHusm Lommel’s [41, p. 21].

' oo

A—i

§=

(115) Ir g s (%)

§

‘12 S12

O

# C. Neumann'a {43, p. 39]
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(116" X2 = Z P —27)... (0"~ (2—2) [J,® + I_, @},
p=1
FH=Np 1) @' ~3)... ('~ @& — 1) J,©—I_ )]

p=2 .

no 05blkaB€HHblM dyukuusim Bessel’s.
[MepemHokas nounentHo papeHcTBO (10) M cliegyrolee

{116")

X 1 X 1 . xm 1 <0 . }
St E’ gt...+3 F—F_ Vs(xl,xQ,...,xm,.f.,xﬁ)t__s
- T 2%.1.2...5

A1 e?2  t
. . m;O

¥ cpaBHUBas KO.’:)C{)Q)MU;HEHTH OJMHAKOBLIX CcTeneHeid t BO BHOBb MOJIy-
YEHHOM pa3NOXE€HUU K B pPa3JIOKECHHUH - . ~
- - )

“

X X9 .9 Xn ,m © . L

e—2‘t+*2-t Foood 5t +...:er(x,,x,,..,xm,..., x,) o

’ P 2. 1.2... 1 . '
. Cor=0
“Hainem i .
: . oo

- Vr (Xi) Xgyeees Xppgonny Il_} . S‘ Vs(xi ; Xo, Xy ooy xs) J (X - X .
—_4- 2°.1.2...5 rps AT T2 ,’I‘"")'v

{118
( ) 2.12...1
IJTO pasnoxeHue B cn yuae OJHOTO MHepEMEeHHOro (m = 1{) npuso-

JuTca K pasnoxeHuto Lommels (115)%).

Il NpOM3BONBHOrO 3HAYEHUS T HMeeM o
1 ) : oo
. 92 N V‘.(Xl, gy evy Xn) 1 'é—(xi t + XQt‘l + e + xn tn) t\r-l at
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a TaK Kak Ha ocHoaHuu (117)

_ zV s (X1s %y n) .eE
2°.1.2.
1) Y3 paBeHcTBa (118) BbITEKAET PAX APYrHUX pasnoxeHuH, aHATOTHUHBIX PASNOKEHUAM
Lommel's [41, p. 24—25], sButexalouum u3s (115). _
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=J, s KXy Xa),

TO pasjoxehHe (118) coxpaHser cHlly A5 DYHKUUHK
' ‘ V(x4 gy 00 0Xy)
2. T(r+1)
np¥ NPOM3BOJNbHOM 3HayeHUH T '), -

27. O606weHne psinos C.Neumann’a, [Tonoxum B pasio-

Okernn (10), t=e'®.

Cyuras Xy Xqo ... W @ BCLULECTBEHHBIMH, U3 CpaBHEHUs] BEUIECTBEH-

HOH W MHMMOH YacTed OOGOMX 4JIEHOB MOJIYy4€HHOTO paBeHCTBA HAXOLUM
(119) ¢os (X, sing 4 X,sin 2¢ + ... + x_sinng)

=J, (X Xy oo X)) [I(X, X e X)) F+ T _ l(x,,xg,...,x)]coscp—k...
@ 20) sin (X, sing -+ X, sin2@ + ... -+ X, smn<D)
, =X Xy X)) — T (X X, e X)) 81D A
- _3Hayutr oﬁobgleﬂﬂble dJyHKunn Bessel’s nmo3BOJIIOT PasyiokKHTb

B NEPHOILUUYECKHE pPsiibl BblpaXXeHHUs!

sin (X, sing {- X,sin2¢ +...),  cos (X, sing 4 X, sin 29 +.. ).
W3 3THX pasiioxeHHuid, KaK B cllyyae OJIHOTO NlepeMeHHOro, nosaras

i - T :
noc/efoBareNbio @ =0, >-,..., MOJN4HM pasjMyHble pasIOKEHHs MO

0606LeHHbIM PYyHKLMIM Bessel’s pns

1, cos(X;—X;+..), sin(x;, —=x,+...),..
[Tonoxum Tenepb B pasnoXeHupu 13)

1 7 . 7.9 ’ m oo
-2—,(X, t+ X, t +...+ X, t +. . -)_ V Vy(x1,;x2"'-')xr’) r
T 9.t .
r=0

1) J1OoT pesyIbTaT MOXKHO IIPOBEPHUTh TAKWKE, 3aMeHAd B MpaBoi 4YaCTH paBeHCTBA
(118) J, 4y (X Xy oo X,;) pasnoxeitnem (91), cobupas BMecTe wieHH c V, +xEpXpen Xy
M 3aMevas, 9TO CyMMa WX NPHBONWICA X HYMO, TaK KaK B CHUIy OPMYb CIOKEeHHs (43)
kosdduuenT OpH V, 4x B 210l cymme pases

€

k

? Yk_s (X, X, -.5x) Vg (—X1y—X9y0 » = Xy) —0
Pl 1.2, (k—s)-1.2. .5 _
§s=0 -
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x,==X,=...=0 1 3ameHuUM t yepe3 it, Bhiliaer

2 4
V (x',o x’...,x' 1 0)
. cos—(x t—x 7+ )—-\( 25 0 O %y 11 M1 0)
2%, 1.2...28
s—O
H
' oo

)= AN (—1) Vag 1 (55 0 X0+ Xog ) (et
T a2+l 1.9...(2541) )

sin % (x t—x, t3+

C npyroil cropoHbl UMEEM PaBEHCTBa

. . m? . m? (m2—2%) .
cosm o—1— is sin® o _I%T sinfo—...,

. m m (m?— 1) 3 m (m?>—1) (m?—3%) . ;
Slnm@'— 1 Sln?—‘ 1. 2.3 SlIl (P+Wsln q)"—o...,,

npenCTaBnmomue HeMoCpenCcTBEHHOE CJIEJICTBHe toxaects Cauchy (§ 17}
M COXpaHSIOUiue CcHJly TIpH BCSIKOM ~ BEULECTBEHHOM 3HAYEHHM m,
T - s ) : P
, nwb 66l — & <e<gzm [57,p. 294]. \
Ha aTOM OcHOBaHHHM, pasiaras. o0e 4acTH paBeHCTB (119), (120) mo.
* ¢TemeHs M sin@, W3 CpaBHEHHS B HHX KO3 PHULUHEHTOB y OILHHaKOBle
creneHeil sin @ 3akaroyaem’) - .

(121)  1=3,0 %0 x)+ D T (50X X) + T, (RS X
. p=1 : ’ 4 'A
(121%) “x, 423+ .. +ox, :Z P, (% Xy X)) — I (x, %y . SIR
p=1 Lo
azn T, (x,,x,, )= P2 [ (52U, (e 5y )
p= 1 R
B +J_p (X11 X‘Q;‘t‘ LS ] Xn)]y-' .

| L | o
(121") Uy, 1y (5% X) = D (pP—1) (3 . [P —(25—1)"]
) p= . ;

X [Jp(xl,xi;...,Xn)—J;g(X17X2’---*Xn)]v ~

1) Pasnomelmé (121" u (121") BcTpeuaotTes y Jekhowsk’oro (26, c].
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n
m (m2—1)... [m?*—(2s—3)?]
"z 1.3.4.5...(s—1) O)’

m=1 m2

s

' m (m"—l) )
U28+1 2s+,1 28+1<2me 0, S‘ -x ,0,...

n
b 2
Vm(mi——l)...[mg—(Qs—l)] —12
v 2T 345 @ty mp S=L2.
m=2 [

TI0JHHOMbI COOTBéTCTBeHHo cTeneneidd 2s M 2s+1 B TNepeMeHHbIX
X X ceg X,
n

MCXOIIH U3 BOS’BpaTHOI‘O cootHowlzenust oas V_ (§ 10), JIerko ycra-
HOBPlTb crenyioulee BO3BPaTHOE COOTHOLIeHHe IS U

n
_( (s—l) (5—2) 2
U, = (dm %, ) U (Vm(m l)x )U.cs
‘m=1 m=2
+ (s—1) (s-—lfz; f:;-?») (S—4)/ S‘m (m —1) (m*—3%)x_ ) 5_5-‘{— cew
v ' m~2 - '

‘lOTKlea nocjaenoBaTeIbHO BBIBOI[HM i
U,=1, ‘ o
U, =x,+ 25,4+ 3%, +... + nx,, ’ ‘ ‘
U,=@& +2x,+...)% - '
Uy=(x + 2%+ .. + 6 (5, + 45,4+ 10x, +.. +“("“‘1’ %)
U= +2% 4. ) +24x, + 2%, +..) (X, +4x4+.. )
Uy=(%, + 2%, +.. P+ 60(x, 4 23, +.. ) (), + 4%, + D E
+30(——-x2+1.4x4+_64x5+...+5(£2~:g—0(3——~2_32)xn>, :
U, =(x, +2x, +. ’)6+120(x F2x, b L A )
~+ 180 (—x, +14x,+...) (x, +2x,+. )‘+360('x2+4x3+...-)1,

................................

) MoauHombi U(x‘,xi,,. X ), Kak H nonuﬂomu V(xi,xg,...x),‘
ynoanemopmo*r OYE€BUIHO, COOTHOUIEHHUIO

. df" . '
—=sU . ¥

H

S 1

9x,
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Kak u camn pynkunn J (x,,%,...,X,), HE32BUCHMO OT yKasaTels s,
OHH YIOBJIETBOPSIIOT CMCTeMe ypaBHEHHii C YaCTHBIMUM NPOM3BOIHBIMH (A)
u (74), (75). N

[Tpu n =1 3T¥ NONUHOMbI IPUBOLATCS K CTETIEHSIM X, & paBeHCTBa (121)
K paznoxeHusm C. Neumann’a (116).
[lonbaysicb paBeHCTBOM

’ JP (Xn —Xg- -.-’ (_1)11—1 Xn) — (""l)pJ—p(Xl’ Kooy Xn)’
HETPYIHO 3aKJIOYUTb, 4YTO psiapt noxoOHble (121), HO U3 OYHKUMIA

J, (X5 Xg -+ X,) TONBKO C YETHHIM WM HEYETHHIM YKazaTeleM P, Takxe
BbIp@XalOT MOJUHOMDb

Ugg (X35 Xy 00 )+ Upg (X;5—Xg, . . 2) Up 1 (RiyXgpee )+ U28+1(x;,—x2,...)
2 HIn 5 .

28.06o6wenunepsinoB Kapteyn’a. Paccmorpum cienytomne
psiAbI '

A (1 22,) 2 Y (25)') (m‘2_2‘2) (m2_42)

23

2 (25—2)? |
m?—( )®) lJm (mx,, mx,,...), (m yerHoe),

m= 2s
(122" 2 Y-(zsﬂ)'z(ma__p) (m2:§2 .2..(m2_Fos_1)?) J_(mx,, mx,, ...), (m Heserxoe),
m= 2s+1 N )

B cnyqae ONIHOTO TMepemMeHHOro x') jaHHbie Kapteyn'om [29 p. 103}
g x g x®H,
Sm psmbx MOXXHO TMOAYYUTH u3 clelyOLIuX , 4

_,_\ (2 (m'—2) (mo—t?)....[m (2521

s cos m@, (m YeTHOE),

m2s

ngm)?(mﬂ—rf) (8. [ (21

m2s+2

cos m®, (m HeyeTHOe),

m= 2s+1 ‘
eclii 3aMeHHTb B HUX @ depe3 ¢—xX, sin ¢-=x,sin2¢—... M npoussecm‘
MHTErpHpOBaHbe MO ¢ OT 0 10 .

Ho nocnentue psiabi, npencrasisis JIHHEAHY10 Komﬁuuaumo 3

(o0

m ) mZk

m=2 . K m=1

0 3
cosmy , . N cosm : s
E - (m 4yeTHOE), ) S e newernoe), k=1,2,..,s,

1) B cayuae opgoro nepemenHoro x nouunoms Ty (x) u Ty +1 (X) HE MOTYT COREpXaTh~
4JIEHOB CTEMeHW OTHOCHTENBHO X COOTBETCTBEHHO HHke 25 H 2s+1, kaKk 3TO BMAHO H3 pasio-
MEHYS B CTEneRHOH paAn (pyﬂxuuu J,(x). Ipocroe BHIUACHEHMAE ¥IEPBHIX WIEHOB Da3NOMEHMM
(122), (122") nokaswiBaet, 9T0 Koaduuuenthl B T, (x), Ty +1 (x) paBHbl eMHHIe.

’
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KaK ¥ 3TH psibl, Bblpa)kalOT MOJHHOMBI B ¢ COOTBETCTBEHHO cTeneHeh
2s 1 2s+1. [MoaTomy psinbt (122'), (122") sbipaxatoT noaudomsl T, (x,, Xy, ...),
T, KXy .) B IepeMeHHbIX X,, X,, ... COOTBETCTBEHHO cTeneHed 2s # 2s+1.

Kak euie npumep pasnoxenus no ¢pyHkuusm J_ (mx, mx,,...) MOXKHO
yKasaTb paBeHCTBO

1
1—x, —2%y—38%;—

o0
- =1 +22Jm(mxl,mx2,...),
m_—_l

KOTOpOe nonyqaeTcﬁ U3 (58), eciid B 3TOM MocJieiHEM TOMOXKHTD
v=({=0 U e, =X, €,=X5;.\.

HerpynHo nokasaTb '), yro, psn

[w o) o
1+ zsz(an mxﬁa .er)

m=1 N
[

npeiacraBiaser cymmy psgos (122'), (122"), s=0,1,2,... l'lo:—wozviy, 'Kak
B cllyyae OZHOrO MepeMeHHOoro,

-

, 1
1—x—2 3p—3 X3—

m N
' E Tr (=, Xor s )=

r=0

3amerum eule, 4TO Bcsikas (yHKuUMs, pasjaraloutascs B psii 0O
J (mx,,mx,,...), KAK ¥ caM¥ 3TH (QYHKIUHK, YIOBJIETBOPSET, OYEBUIHO,
CHCTEMe ypaBHeHMH ¢ 4acTHHIMH NMpou3BOAHbIMH (A) 82 14.

29. O606weHne psgos Schlémilch’a. Yr1o6m NaTb cieny-
lomHUid nMpumep pasnoXeHUd no 060GLIEHHbIM q)yﬂl(umm Bessel's, pac-
CMOTPUM paBeHCTBA.

1) Jto cnezyer u3 toxaects [Kapteyn, p. 118):

i
N}E

(2s)? (m?——?’) (m2—4%)...[m2— (2s—2)?]
25

I/

=1, (m uernoe},

w
i
—

8

+
T - .
E Zs—1y (m’ _Jlg) (m2-—3?) [m?—(2s—3)] =1, (m ‘Heqemoej.

mls

s=1
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. o) T
{21
(123") x»= A?“' Lf— ; A® cos mx, Anf?s) = %Sx%cos mx dx,
' i * m=1 ; 0 l
oo

(123" =V = ﬁ Anfz D 4in mx, A @etl) %f 'sin mx dx,

m=1 70

—rmx T

o B cuny pasnoxeHuit (§11)

(x, sin 9+x,8in 29 4. . )¥=5 W“”(w{“xi,.. «{—VW(P’ X[, Xyt .) CYSPO,

p= 1
: joe)
(x, sino-+x,sin 2. .)254(‘1 = : YW;;_’J)FI (X,, Xy, ...) sin po;
- = ,

+ 2 .
rae W, W W11 TOJMHOMbBI COOTBETCTBEHHO cTemeHed 2s v 2s+1
B MepeMeHHbIX X, X,,..., 1 (§ 27)
cos (mx, sin ¢4-mx, sin2¢+...)= Y J (mxl,mxi,. ..) COSp®,

p:—oo ’

\

- N

sin (mx, sin p4+-mx,sin2 4., )= Z J, (mx,, mx,,...) sinpg,
p=—
. .

nonaras B (123) x*=x,sin o4-x,sin2¢+-..., nmeem .

8 :

’ N £ ' ’ o !
W (%50 0) = }_. AP[T, (mx,, mx,,...) + T g (mx,, mx,,..,)], p 0,
m=1 ' -
“iu ' o
(124,) (p) (XI!XQ! . )— YA (2S)J (mxnmx‘zv . ") p:Oi 1, g"" .
‘ N m_ R
" ‘

N

(124) W “”l(xnxm--, =2 YA ST m ) P 2
Tak KaKk R
' J—~p (’m‘x,,mxa, )""J (—mx ;—rmx,, . )
u 3 ! -

. : : (28) __ A (9 2L1) (28--1)
AL _,.Am 5 A_‘;“‘ )—=—A .
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Panbl npaBblX uacTeli papeHcTB (124) np# IDOCTATOYHO MalbiX ')
3HayeHUIX NMepeMeHHbIX X,,X,,... CXOIATCI PAaBHOMEPHO: OHHU OJy4aloTCs

OT NQUWIEHHOTO MHTErPHPOBAHUS PAaBHOMEPHO CXOISWUXCA psmoB (123),
€CIIA B OTUX PAlax MNOJIOXKHUTb X=X, sino--xX,sin2¢ ... U YMHOXHTb

2 2 . :
HX COOTBETCTBEHHO Ha — COSPYP, — sin po.

B cnyqae OIHOTO nepemeHHoro paBeHCTBa (124) npeacTaBiAfOT
- r’ . .
y \ e e7 .19 ‘1 (-’ 1) r
pasjioxeHue Schlomﬂcha g W (x) = T—TN—NX‘ (§11).

- Tlpu [1POU3BOJILHOM YHCIle . epeMeHHbIX monuHoM W @ (x,x,,.. ),
Kak camu yHKuMn J (mxl,mxg, .), HE3aBUCUMO OT yKasaTeneu pur,
YLOBJETBOpSIET Y PaBHEHUSIM C YacTHHIMM IPOU3BOLHBLIMA (A) §2 14.

Kcxons us TPUTOHOMETPHYECKHUX psmos, QTJIMYHBIX OT (123) 2), MOJKHO
COCTaBUTb JpYrue. MpUMepbi .0606uieHHBIX PANOB Schldmﬂch’

30. PaznoXxeHue Hy s (Nullentwwklung) Bpsan Schlé-
.milch’a, ITycTs yHCNO fiepeMeHHbIX X Xy ... KOHEYHO M PABHO D. Torna

“TPUTOHOMETPHYECKHH psaa 114 (X, sin ¢-}-x, sin 2<p+ .+ x sinn @) Gymer

‘KOHe‘lelM ] W“” (Xl,x,_,,.. ,X,)=0 npu p>nor. noaTomy pa3JOKEeHUS
(124) npusonsnca K cnenyrow.emyl -

- . L . R

l‘ R )
o—VA"’ J (mx,,mxg,-.-, X).

m_oo

OTcrona 3aKJIHOyaem: S /
PaBHOMepHO cxons;muucs: 0606meHHbm pan Schlomllch’
) +OO ' ] . o -
S‘A(‘) J (mxl,mxg, ,mxn)

m_.—oo )
[

npu p>nr Bblpa)KaeT (byHKumo, npuuumatomyro B onpejiefieHHOH 067acTH
TOJIbKO. OJHO 3HaueHue Hylb.
- Jns OGbIKHOBEHHBIX - (PYHKUMIA Bessel's moxo6Hbie PasnoXeHus
usyyan Niels Nielsen [44, b u ¢ (p. 337)].
"DTH palbl NpeNCTapNsAioT M3BECTHYIO aHaNOTHIO C HHTErpajiam,
BbIPKAIOLLMMHU NIPEPbIBHbIE PYHKUAH mapameTpa, pocTeHlLUM npnmepom
KOTOpbIX sIBJIsieTcs HpepblBHbm 'MHOXHTeNb Dirichlet.

1) Hocrarouro, 4T06 X, Xy, . yROBH?‘BopH.}IH ycnosmo 0 [x1|+lx2|+ .. < T .
’) Hanpumep s (pyﬂxuym Jac Bernoulli, j1s cosyx u T. I Cp. Niels Nielsen [44, ],
§§ 127—130. # .
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. _Jk [ <'s+ \ X <s2_|_._> j YJ (X“X,,.... pik (XI’XQ)V'--)Sm’Q\—Li
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31, O6o6umeHue pﬁ,u,oB Neumann’a, Kapteyn’a u
Schlémileh'a 2<ro poaa. .
U3 pasnoxenus (10) BbIBOLUM

W

+oo
Sals(ert) soeh)de
=-—00

SR _.eg<+>o-i>+*ﬂ<ss+—><t=
c APYTO# CTOpOHBI

e D D) 2 D) (R F (e D) e (e g)

. o Xe

Mostomy . : _ o |
+00 T +co o7
—y /- 1 - 1\ Tk o »
2 J, [xl (\s+~s—> , x2v<s2.—|-—s;l->,... Jt = 2 JP(xt,XQ,...)tp. s B
k=— ] p=—=C0 .

“+oo .
X NI, x, . ) s
i o
CpapHuBast B 06eux yacTsx nocnenHero paBeHCTBa Koad)cbuuuemu
NpHY OIUHAKOBLIX cTeneHdX t, 3aKiloyaem

SRR pP=—p+k
H ' i \

4

N . R ; -

IMonarast 31ech s—6* u_3ameHs s cOOTBETCTBEHHO k M p cHepBa
yepea 2k u p-+k a 3arem’ uyepes 2k+1 u p-+k-+1, mpuxo-
IMM K CTENyIOUWUM PaslioOKeHus M :

J, (2x,cosa, 2x,c0s2a,...) = [J xp Xy ) A

—}-ZS‘JH_D(X“X ...)Jk__p(x‘,xﬂ,i..)c082pa
- p=1

Jo 11 (2%, cosa, 2x,cos2a,.. .)—:.

o0 . -
:ZZ T oo oo :23, o) T, Ry %y .. ) cos(2p+1)a,
= ® . .

- . -

-

«
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Ins ciayyas OfHOro nepemeHHOro ykasaHHbiM Schlifli [565, b, p. 142]’..
Orcrona

| (125%) j J, (2x cos &, 2x,C0s2a,...) cos 2pa dov *

=Ji, (=45 %gy 0 ) Jp (1, %, e

- bie i .
(125%) %j JZk;FI'(Zx; cosa, 2x,C0s2d,...)cos (2p+1)ada—
. 0 ; .
= Jk+p+1 [CIPS PN R0 NI © P SN B

lpy p=0 wus (125’5 nostyyaem MHTEPECHY O :q;opmyny
i} ;

1 ' ' . 2
= s‘ Jy (2x cos a, 2x, cos 24, .. Jda=[J, (x,,x,..)],
L] 0 ) . B -

1St OGBIKHOBEHHbBIX yHKINi Bessel's J@HHYIO. C. Neumann’om [43, p. 70].
¢ B cuny dbopmyn (125) U3 pasnoxeHuid (121) (122) u (124), zamenss
B HUX X, X,, .. coo;r"; YCTBEHHO 4epes 2x, cosd, 2%, cos 2¢, ..., YMHOXas
06e 4acTH MX Hacos 2qoc Ui cos(2q +1)au NpPOHU3BOJIS UHTETPHPOBAHME
110 & B MPOMEXyTKe OT 0 IO T, MOJYYUM psiiibl U3 npousBeneHuit 0606~
IWeHHbIX GyHKUUK Bessel's -

k+q(x11 2 “)‘Jk-—q(\xﬂ Xgr +».) MIH Jk+q+1 (X X .o ')'Jk—qcxﬂ Sy ook
p k_1, 2, ...,
Jutq (2mx,, 2mX,, ,..) Jn_q(2mx,, 2mx,, ...)
. : HJIK - ’ \
. .
Jotets [Cm41) %, Cm+1)x,, ...} Jusg [Cm+1)x,;, Cm+1)x,, ..},
m=0,1,2..
k+q{(mxl, mx,, ...).J,_, (mx,, mx,, ...)

WIH

Jk+q+1 (mxu mx?’ . ') * Jqu (mx‘, mx‘zy .. ')1 m—= 0’ 17 2’ .

TaKXXe MNpeacTaBisgroliue HOJ'[PIHOMbl

JT10 oGobuennbie pagb C. Neumann'a, Kapteyn’a u Schlomllcha
: 2-ro pojpa. Jlns OgHOro NEPEMEHHOTO OHM H3YYeHbl Niels Nlelsen oM
(44, ¢, p. 292 — 308, 345].
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V<]

OTmeTuM cllefylollee pasjioxeHHe TOrO poja :

I:ZJi(xl, Ky een Xy i 0)

 E=—o0 _

.ang m=—1 padHoe Hansen'om [20, @, p.107]. MOXHO MOJYYUTb ero
u3 (121'), 3amenss x,, X,, ... COOTBETCTBEHHO 4yepe3 2x, cOsa, 2%, cos 24,..

M TOJIb3YsICb paBeHCTBaMH ' , .

T
% S‘T2k (2x, cox a, 2%, cox 24, ...) do=J,(x,, % Zpe)
o .

L §J2k+1 (2%, cosa, 2x,c0820, ...)da =0.
U é v . :
32.0606mwenne Gopmyan cinoxeHus Bessels. He ocra--
HABNMBASCh HA APYTHX MPUMEpaX NONOGHHIX pasNOKeHWil, MpeicTasisiio-
WMX 0600UleHHE Ha. clyyail MHOTHX IepeMeHHbIX KJIaCCHYECKHX pasno-
KeHMH 1O OOGbIKHOBEHHbIM pyHKUUSM Bessel’ss, orpanuunMmcs 31ech BbiBO-'
Jom eule clenyroweii $opmysi, cnyxcameﬁ oﬁoﬁmeﬂuem dhopmynib
cnoxenns: Bessel's. ¥ b
' Mmeem pasnoxeHuyt

R T R e
e .,

T

5

:Z J, (px;, P*%y )t

: k=—o0 . v S

H ' ; RS f L
(pt-— --) + (p?tn T§)+" ... o .‘ e b
(127 e’ T =N x ) P

H\ k:;oo\ : .

0 . S
X [ mm 1 x X :
RS R L,

Caenosarenbho, npaBas 4acTb paslOEHUs (126) paBHa nponsae-

JIeHHIO NpaBoii 4acTu pasnoxenus (127) Ha
X; 1y 1 b A ( 5 1) 1
-\~ 7 -——P—p? 5T e

# e ? p/ 't 2 3
T. €. ~ . s
m - -
«(128) EJ (P, PiEy, ) tE : ;
‘ k=—o0 ’ _ .
_ LAY _i;x_ﬁ(p,_i ' }
c=e VTRV 2 (5 % -‘.)p

k=—co CL



6Dz i Ny ey,

ok 1.2.. k. - B

N02aTOMY, cpaBhuBas Ko?MMUUHEHTH 1PN OLUHAKOBDIX CTENEHAX t B 00eux
yacTaX pasiiokenus (128), Mmeem: ; ;

129y - Ip<p PPy )=

' /1 / 1\
W32 ) mn(rt), ]
k1 ’[ W\ Py TR\ PR
2 N

- piK Jk(Xx’ X2» e )d—p Jk—i—l(x;; o "') +

1y - s 1
VQL——XI (P-—/;), '_'x<2< —-p—2 > ...]

142 . ’
+p* 22.1.8 ) Jk+2(Xn Xyye) Fenn

1
v

I[Jm\cj]yqag oIHOro MepeMeHHoro ata opmyna NpUBOLUTCY Yy Lom«
mel'ss [41, p. 21], Ho B BuIE HOPMYJIbI CHOKEHHS
\ ' .

X — 1.2...
m

. co <
= (4 3 S (14 2 St
‘e10 NOJIb30BANCH elle Bessel [6, p. 35] npu BbIYMCJIEHUH TaGIHLbI d)yHK-
umit J, (x).
Fr1TABA V.
Mpunosenue oGoGuieHHEX dynkuui Bessel’s x 3aAa’qau~ MEXanuKn. |
33. VpasHeHue WEHTpA U3 pasnoxenus (63, b, t. 1, p 2221

v=u—c¢, Sinu—egsm'Zu—‘...—smsmm]u—,.

oom L e ,
LT e -t

Xy

rie u cpensis ¥ v ucTUHHAS AHOMaJHH MiaHeTHl, a ¢ SKCLUEHTPHIHUTET ee.-
OpOUTHI, UMEEM

oo
u=v-+2 \ J(ksl,keg, ...)sinkv
" ‘ N
N ' ‘ kv
sinu = 3 [J,_ (ke Koy o)+ Ty (ke ke, i

k=1 ) ‘ v
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B cuny pasencrBa (10), npuHUMAIOLEro B ciy4yae aprymeHTOB Dt -
Py ... (p UETOE YHCIIO) BUL ')

1) Jipyroii narepecHsiil cayyall, rae aesas yactb pasenctsa (10) npusonutca M airebpanm- -
- yeckoi ‘@yHkuuy, npencTaBager npuMep Jacobi [25 p. 6] '

Ecan -
1 1.3 z? 1.3.5 z , «
y——)(—72s1r1x+24 2sxn?x—o—2463—sm(’>x+ :
10 -
z z : YA
OSX = cosy -5 sin’y, T e COS X = -+ €08 § — - c0s 2y.
B camoM nere, Tak Kak ?ner ' i
’ e —-.__1_ e —-_1_.§E_
=735 ©9=T3iy
“H - | "(;
h 1 3m  1.3.51 0 2 R
2T IaTTIge 3 T TR vich) : £
70 Ly - -

11 - 1.8 22 - V1 =zt
e iyry =t )—-kmjj(ﬂ—t y—... /1+Vi—zt
’ L 1+V1——-—

A pasnoxenus
e

PR et & i
f ) ez (et 4ot . ~)_ Vr (ke‘, keg, -.s‘) .

L L A 2"1.2..0 ]
=0 o

1 e :

— ket i A .

o 7 (et‘ 14 et ): Y Vs(—kei,v-—ke,,..._)t_s .
S 2°1.2...s

-

wupuBopdATea K caeayoumum (Bertirand, Calcul différentiel, ‘p 320) .

(o ')"‘:H/%(ﬂt) K(c=3) (= 2" K(k—4) (k—5) (=2t _

1+ VI —zt 4 e 4 1.2.37 43
o k(k—k) [K— (k+1)]...[k — (k + k—3)] (—zt)~1
| 1.2 k—1 =

k[k——(k+1)][k—~(k+2)] .[k—(k+k——1)](—zt)k
1.2...k 75 +

L kIk—(k=+21] [k—-(k+3)] [k—(k+k+l)] (— zt)k‘H

e+ 1) TR
L Kk—(k+3)] [k—- (k + 4. [k—(k +k+ 3)] (— ztyk+?
(k+2) . gk T



oynet

(1—8%° Kl —

Jk(ksl’ key, L) =(— 1)t (3 )

3,0y Ky )= [(— D EE (- ]

=(—1) .2k YT—e B,
I (key, key, oL )=0. R

[ToaTomy, U3 ypaBHeHUsS Kepler'a

;:u——ssinu,
‘ /

I

- Vi (keg Key, .00y

k(k +3) <%>2+k(k+4)(k+5) (Z>s

T2 & 1.2.3 teee

A

V, (;— ke, -—key, . )
vV, (— ke, —key, ...)

31 kg ,
V, (—ke,, — ke, ...) _ k(k-+3) (1 2
EAS =712 \7)

Vs (—ke, —key, ...) _ k(k+4)(k+5) <£ 3
T2$.1.2.3 T 123 4>'

........................

e L =0, k>9 \ ;
25-11.92...(k —°1)
Vy (key, ké,,...)-* (_Z_\k -
2*.1.2...k 4)’
Vipy (ke ke,, ...) ( z \FH
o 12, (ke D) 1)
Vk_*_2 (ke;, key...) _ k(k+3) /_Z_>k+2
21,9, .(k+2) 1.2 \4 '
Vips (key, keg, oo __ kk+9k+5) <£>k+~3
258 1.2, . (k+3) S 1.2.3 4 ’

........................
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rae & CPeLHsis aHOMANHs MJaHETH, NONyyaem pa3jiokeHne ypaBHEHUS
LLeHTpa : '

e

=v-—e,siny—e,sin 2v—.,. —e,sinmv—.

nphuem [35, a, p. 173, 174]

— &
m—1 2 1+mVY1 _'825m
m(l+\/1 a?)m

en=(—1)

. ’ ‘ 7 -~ .

~ 34. dopmyna Laplace’a—Leverrier. Paznoxenue ypaBue
HUS UEHTpa MO sinus‘am KpaTHHIX  HAa OCHOBaHMH (GOPMYJIbI (26) MOKHO - -
MpeNCTaRUTh B BUIE ' ' C ‘ -

)

!j"c

< v L2
2 J (ke" ke‘l’ KR} kem, ‘-.‘.) Sinkc’ SN

o s ' o

rae

®

Vk+s (X‘,’X\z,. .oy xk+s) . VS:(-‘— Xy _;’,‘_'Xcz,.v. -,——x’s)g
oK+ 1 9 | (k-+5).1.2...5 b

Vi

(12) Jk(xn Kayy ev oy Xm,y.,’.’.):‘
) - .

wm
U

~

1 nonudomsl V (x,, x,, ..., X,), =0, 1, 2, ..., BHYUCAAIOTCS MOCAENO~
BaTeNbHO cornacHo dopmyie (14), ykasanuii B § 10.

CrefoBaTeano,
N

Viorps (k€ key, o)V (—ke, —Kkey, ..0) P
K0 (k—1+s)  2.1.2...8 '

“Vigageea (ke,, keg...) Vs*l_ﬁ:ﬁ{e_"jlkfg;'_) Lo s; ) 2 ‘
Qk+3.l.2...(k -+ 8) 25“'1,1_2,..(5"_;1) "'” s =1, ,

ToaToMy, B cuay paBeHCTBA

. E 2

v Vp+s (kx;, kKX, ...). V (~kx;, — KXQ, J9)
)ﬁ P25 N e
2 1.2, (p+s).AI.2....s; :

J (kx,, kX2, .

. s= 0
pasnomenrne
oo 5 \
: e . cos ky
- COSX =— 5‘ }_‘[Jk 1 (ke,, ke,,. ..)\-— Jk—H (key, ‘keg, . .) S
. k=1
NPHBOINTCS & cAelyloueMy ;oL

£

“cosX = 24 cos —Z—c052
OSX = H Sy — g 08y

1
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Pasnaras en, m=1, 2, ..., B psiibl N0 CTeNeH M SKCHEHTPULU-
Teta ¢ (§ 1), Umeem
. e, =2k,
eg_—_———g—ﬁ—-;—e‘ —3—86——— .
es:%sw%ewl%éjt,_.,
94*—%54—3—2‘256——...,
o, %$3+I%s’+. :
6 — 1%256 ’ )
’ 6725%57—'(— 3
M Ha OCHOBaHWHU Bblyxenpugeneﬂﬂoﬁ dopmynbl ,uns} J];(x;, > SN SN |

nocJie JIETKHX BbiMUCIIeHUH Halgem

(130) vf“:_ [4 (¢)—2 (%)sf}r (5t 5(5)-

‘ 2
R GE)-F6E) sin 4
Gy T

+[1‘;’_§3 (%f)s;_,_,]sinéu‘; SR (—})’r—...]sin7;+.,.~

OTO pa3fOXeHHE YPaBHEHWS LEHTPAa MeTOLOM COBEpIIEHHO OTJHY-
HbiM- noflyyeHo Laplace’om [35, a, p. 200]. OHO cocraBisieT OCHOBY ISt
paszioxeHus neprypO6alMOHHOH GyHKUMKM y Leverrier [37, p, 198—204].

3ameTHM, NONb3YSCh DTUM NIPUMEPOM, YTO JaHHbE Bblle pasoxKe-
nus (10) wn (51) mas paccmaTpuBaeMbiX 31€Cb YacTHbIX 3HaueHMi apry-
MEHTOB ~

-

12 1+mVi—Le 4
e —(—1 e o———E
2 =Dy (1+ V1=~

y)XXe nW3laBHa BCTpevanTcs B HeGecHOH MexaHmKe.

. Baummcrn Fopmoro HHCTRTYTA. ] . : .2
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Jledicrurenpro, Lieverrier {37, p. 346] BHIBOIMT Ha OCHOBaHWM
pasnoxenus (130) caenyrouee

PV —8) Y X“”(s) o
L_
B enMHCTBEHHO BOXHOM B MPHIOXKEHHAX Cﬂyqae UeaAoro 3HAYEHHS P

Hamd ¢opMyint ') naror

(131) X‘“(a)~ .] lk+p)e, (k+p)e, ..., (k+p)en, }

. C npyroii cmpouu Gyldén [18, b, p. 99] nonbayercs cnenyxoumm
pa3noxKeHHueM .

o196V \“Yé“’@ kv | .
k_——oo
B cp_my HalINX daopmy.ﬁ %) Gyner
(132) , Y9 (e) = Jx(—qe,, —qe,, ..., —geu, ...),

T.e. Yi(e) Bblpa)l(aeTCﬂ yepe3 Ty Xe TPaHCUEHAEHTHYIO Jy (X, Xy + - Xmyg .. .),
Kak M Xi(c): M3 cpasnenus (131) u (132) ouesuno {18, b, p. 103]

)
Y(q)(s)_k+qX( —k— q( ).

35. Popmyna HansenAa. K3 dﬁopmyn

o) ‘
(12) Jk (Xn Xgy cevy Xm, )_— Y Vk+5 (& 3. xk‘l“s) v e L A %)
' ;-_-(‘) 2’*+23 1.2.. . (k+s5).1.2. ~
u ! ¢
(XX 4 L xR ) ~ V. (5 X, - x;)
(13) ez 1 2 . m ses — Y AR A2 e ey Ap t_‘r
= 2’.1.2...1‘ :
=0 : \

HermocpeliCTBeHHO moJtydaercs llpyraﬂ dopma koapdhuLMeHTOB pasnoxce-
HUst ypaBHEHMsS LeHTpa MO sinus’am KpaTHBIX Cpe,ILHeld aHOMa /MM , yKa-
3aHHas Hansen’om [20, b, p. 276].

1) PasencrBo (51) MOXHO HpENCTAaBATL B BHLE

X —+00 i i(k—f-p)C
ipv _  Pe e
= _._21".;_1) ;IJk[(k-f-p)e,. (k+p)ey..., k+pe,,...] k———t—p'
k=—0 o

) Pasesctso (10) an/i t = e o6pamwercs B caenypiuee,
‘ix’sinv+x sin2v + ... i(V— ik
e e b ) ::e‘(V Q:E.Ik (x,, xg,...)e‘ .

K=—oc0o
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- HelictBuTenbHO, pasyoxeHde (13) MU paccMaTpHBaeMblX 3Ha4YeHH#H
f1epeMeHHbIX

Yo =key =(—1)" " 2 (k -+ m) §", m=1, 2,
rie E
B:—"_,E__—’*—__, V:kVI—E‘z,

1+V1—¢g?

'ﬁpeoﬁpasyercﬁ B cnenyromeev‘)
v ) '@t o
(33) 1+poF. 2

Tak xak 3uech ' .

V, (key, Keg, o.ny 1;9,)’_;
2r.1.2...7

TO W3 BO3BPaTHOrO COOTHOWeHUs (14) Ans V., umeem cienyroliee s P,

~ :
.o P,:%[(k+v)Pr_1~(k+2v)Pr,2+(k+3v)P,_3-—.~...‘],

OTKYIa, WK HEmOCpPelICTBEHHO M3 pa3jioXeHHs (133), mocienoBaTesbHO
HaXo[IHuM..

' POZI, ‘ o -
k
| =t
» - . . . v2
Pg_k(k l)+k 1 '{'"{“T:
_kk—1)(k—2) (k—l)(k ~2) v, k—2 3
Py = 1.2.3 + 1.2 1+ 1 1.2 1.2.3

..................................

3amensst B paBeHcTse (2) KO3dduuHeHTH npy sin kg, k=1, 2,
pa3noxeHHeM

%Jk (ke‘, r{62’ oo, koy, ...):%Bk(Pk +Pk+1,‘Q‘ 62
+ P, QB - Prpa Q8= 4.0,
TIe | § .
| ' st S:E(—.kelr “keg,‘..r., —ke‘s)’ /

2°.1.2...8

1) Toauromsl P, (v) npenctaBasior o606uleRALe MOTHHOMb Laguerre’a [34]. Cum. 06
3THX noauHoMax (569, p. 41—42] n [14].
%
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T. €. Q oTanuaerca ot P 3Hakom k (u v), nonyvaem dopmyiy Hansen’a.
Hansen [20 b, p. 270} paccmarpusaer Gonee obuee pasnomeﬂne

e = NURpr gik¢,
P==]

) k== .
rie pL
1—e cE
r—= . .
. 1+ccosv i
" : . a -
n—=_0, i,], =2, ..., m=90, ]J 2, ..., o -

yKazaHHOe nospHee ¢ npyroil opmoil pns koadduitentos X" Hill’em
[23, a, p. 176). ‘

O6o6uieHHas Teopema Cauchy (§ 12) HemocpencTBEHHD HPUBOINT
_K clienytouwed gopmyie Hansen'a st Koa(bdmuuemos X" 163, b, t, 1,
p. 253, d)opmyna (A’ )] :
>-k—n-—2 é];?,V 1-;(

¥ .
2n+3
N N D (=

1+§t —1 :
(1+§2)n+1 2"0 1+§t, )dv

« iv Y s

t—e
’

a dopmyna (53) npe,fLCTaBJ!SleT HOBBIA cnOCOG 1JIst BblYMCHEHUS  ITHX
K02 PUILKHEHTOB, aHANOTHYHBIN yxasaHHomy Hill’em, ecnn 0003Ha4UThL
upes C, KOO(DQULHUEHT PA3NOKEHHSI TW MO CTEHEHIM o

36. [TpuGnuxenHoe BbpaxeHue .Koa(inbnuueHTos
paznoxeHnus - (130) npu GonNbWUX 3HAYeHWIX k Pop-
mviaa Carlini—Jacobi. Hurerpan (28), 1. e. 1ast paccmaTpubae-
MOTO ciyuyast \

)

) dt
(134) . Jx (ke,, ke, ke, ...)= 2xi S ()k
C .
. o e \
(t)—te 3 ()5 ()50~ w8 _pvica <’H’§t t+8/
. 14 Pt L ‘

L]

BECbMAa [IPOCTO NMPUBOIUT K MNPUOITHKEHHOMY, /aCHMHTOTiﬂeCKomy 'Bbrpa; ’
)Keﬂmo KO3((PULIHEHTOB pas3noXeHHus (130) s GONbIIMX 3HaueHME
[3 6] . & K
JlelcTBUTEIbHO, MOXKHO B351Th 311€Ch 32 Y Tb HHTerpMpOBaHHSI C, BMeCTO
OKDPY)XHOCTH paluyca eIMHHLb C UeHTPOM t—0, Mo6yl0 3aMKHYTYIO
KpuByto 6e3 ysnos o6xoaquyto napy Ttouek 0, —f U BMecCTC ¢ Tem

napy Touexk ——g-, o, W, BbIOUpasl 3Ty KPUBYIO HajUiexKalluM OGpasoM,
APUMEHKTb K BbIYKCIIEHHIO uHTerpana (134) meton Laplace [35, b]—
Riemann’a [52].

B




ol —

MeTon 3TOT A4 OnpelelieHns APUGINKEHHOTO 3HaYeHus MHTerpana
dopmbl
[f() o @Fax :
1npy GoNbUMHX 3HAaueHUssX Kk OCHOBAH Ha TOM 3aMEYaHWM, YTO OTHOILEHHE
BEJIMYMHBI DTOro HHTerpana, (MO NPEANONIONKEHHWIO HE paBHOH Hymo),
Ha yvyacTKe MNyTH MHTErpUpOBaHUs B OKPECTHOCTH MaKCMMyma MOnyns
GyHKuMM ©(X) K BeJMYAHE €ro Ha BceM OCTalNbHOM yuaCTKe MyTH
HeorpaHWYEeHHO pacTeT ¢ BO3pacradvem k (Kak NokasaTejbHass QyHxkuus
¢ nokasaresnem k), TaK 4TO UMEHHO TOJIbKO, OKPECTHOCTb 3TOr0 MaKCH-
MyMa J1aeT WHTerpajy- 3HauyeHWe, MpUHHMaemOe B pacyer.
3ameTum IS Hauied Uenu, YTO KOPHH ypaBHeHHs @ (t)_O T. €.
' N . 1\
’ Rl it i —3Vi—e&| il g

oy ° \FETEE L 6=0,

BynyT -
=0 U t—oo.

B oxpecmoc*ru "roq KH t=0 nmeeM
' ® (t) = (0)e"” ot ,
rae
‘ 9 (0)=fe¥1 =¥
U

aq:(wi‘)f‘[Vlt? (:Sq—{—éﬁ—}—%l—(\(ﬁq—;-é)} q=2, 3,

Ha BeutecTBenHOM ocH t B Touke t =0 Besnv4nHa ¢ (t) GyueT NOITOMY
MUHUMYM H, 3HaYUT, MOLYJb 3TOH yHKUKHM OyLeT MakCHMym B TOH xe
TOYKEe Ha BCAKOH KPMBOH, BCTpevarouiell B 3TOH TOYKe BEUIECTREHHYIO
Ocb 't NON MPSAMBIM YTJOM.

Iycms o
4 t=x4 iy,
TOrIA ' ; '

_ |c T+p evi—a (&
|<P Ol = T4 ° It -+

f_ 1+x£3 i\
BT BTt B/,

PaCCMOTpuM OKPYXHOCTb .

x? —}-y?-z-ex—o

2 )
v llt:::t:&u It +BP=8"+x(28—9)

palHdYCﬂ < ¢ LEHTPOM B TOUKe t — — <. Ha aroii OKPYXHOCTH HMeeM

e
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—_— 29

9

[ x>+1~i’§§—‘z g ]

VITE| Bl +8) gy — 11

=g PP rg—yiE 1,

H, ClelOBaTelbHO, MONy b hyHKIHH © (t) IPH MU3MEeHEHWU X OT —e H0 O
JLOCTHraeT MakCAMyMa B €IMHCTBEHHOH Touke t=0").

MOXHO MpUHSTb 3a NyTb WHTerpUpOBaHUs C 3Ty OKPYKHOCTb,

~ OTKJIOHSAS ee ciierka OT TOYKH t=0.

Tak kak TOJbKO OKPECTHOCTb MAaKCUMyMa MOLYJNS (YHKIHH o (t)
naer uuterpany (134) 3Hauelne, nprHumaeMoe B pacyeT, TO, MOJOXKHUB:
B HeM

o) =0 (0) o™ (1 + kat’ +..)

U BHIMOJIHMB MHTErpMpOBaHHE NMOWIEHHO B MHTEepBane OT TOYKM —ih no

To4ku - ih, rme h BewiecTBeHHOe Majoe YMCIO, HaiideM NpUOIHKEHHOE
3HaYeHue

(135) Ty (ke,, key, ..) @ (0) (b, + b+, ),
P,D.e : t. ! - *
+ihk gt k +ihk N
- 1 gt ~ka. at? -
b‘:ﬁje -E—, b2:2—ﬁ—3ije tzdt, e
. —ik ‘—-ih

TlepBblil uHTerpas, B3sATHIA MO JLyre MONYOKPYKHOCTH panuyca k

€ Hayajaom B TOYKe t:-=0, papeH /
1
' ‘bl — 'E' *

\ ~—h%ka,

BocTanbhbix MHTerpanax ¢ owu6koil mopsaka MOXHO 3ame-
HUTb npenelbl (—ih, -+ ih) yepe3 (—ico, + ico). TaKHM oGpasom Haxo-
aum ?)

-

1 223
b=y oy

- 1) He TpyAHO COCTaBHIb NpeACcTaBIeHHE O POPME KPHBOH PaBHOrO MoYyJst le ®l=9 Oy
H yGeluThed, YTO PacCMATPABAEMas OKDYKHOCTL JIEWHT B OONACTH MENAY ABYMS BETBAMH
aToll kpuBO#, rae |p (t)] < #(0). [MomoGHoe HuccraenoBaHWe Ienaer B cBoeM Memyape [45]

o TOM xe Bompoce akamemuk 5I. B. Ycmerckufi. . Marerpan, paccmarpnsaeMblﬁ@sruM aBTOPOM,.
t—+

g e CM. Takke:

MOXET OniTh NpHBENEH K Buty (134) npx MOMOIIM NONCTaHOBKH €'

Burkhardt [9. b] n Perron [47].
' 2) CM., Hanpumep, Goursat [16, t. 1, Ne176]. .
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M a1 ko3(dHUHEHTOB pa3lioOKeHHS YpaBHEHHS LeHTpa nO sinus'am
KpPaTHBIX CpelHeil aHOMaJIUM MOJYyYaeM NpHOJIHKEHHOE acHMNTOTHYECKOE.
paBeHCTBO '

. 2 0 _ a3
i —EJk(keﬁ keg,. )ww()/j 2\/(1—25\/]};—{_.‘.)’

npencrapasiouee gopmyay Carlini [10] — Jacobi.
: IOas coctaBieHuss JNO6GOr0 4ineHa NpaBOH YacTH npnﬁnumeﬂﬂoro
paBeHCTBA (135) paccMOTpUM Pa3JIoKEeHKHe

4, % t V
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2m—=n—2(m, +m, +..) .
4 .
H NpH 3alaHHOM m CYMMHpOBaHHe pacnpocTpaneHO Ha Bce C”CTeMbl 3Ha-
YeHWi m,, m,, ..., YILOBIETBOPSIOULHE . Y PABHEHUIO
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) Cw. npexsiAyuIyi0 CHOCKY.
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W3noxeHHblii HpHeM JIerko naeT, OYEBUIHO, Talkoke NpHOIMKEHHOE
BbipaxeHHe 1y KO3 PHIMEHTOB

= j £(t) o (1) T,

rae o (t) umMeeT NpexHee 3HayeHue, a

= (B 0 et 9 T
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BECbMA JalleKHX YJIeHOB TpHI‘OHOMETpW{eCKOFO pasnoxceﬂmx B cbyHKunu & A
O0Uulero BuIpaXKeHUst
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THE T pajuyc ‘BEKTOp, u cpenHss aHomaiudst op6uTHi M mn, I, m uUesbie
4ucia, paccMoTpertoro Scheibner’om [54] W Flamme’om [15]. Cm. Tisse-
rand [63, b, t. 1, p. 253, 269]. :
37- MaTtemaTudecKkuit masTHukK. Jlnsgs onpemefeHuss IBHXKe-
HUSA - MaTEeMaTKYECKOTO' MASTHWUKA HaNO BbLIPA3UTH KOOPAWHATHI JBWKY-
ieficsi Toqxu,' T. €. sin @ U cos @, B BUIEe OJHO3HAYHDIX dyHxuuit Bpemenu t..
Ins konebatenbHOro IBwxeHus umeem (§ 2
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TO B cHIy TeX xe dopmyn § 12 umeem
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rie Ha ocuoBaH’nu 3ameyaHus: KoHLa §10 cojepxarcs TOJbKO sinus’bt

HEYCTHbLIX KpaTHle —g— a

Jns ciiyyasi HenpepbiBHOr'O Bpameuuﬂ B OJIHOM HanpaBneHuu UMeeM
ypaBHeHHe

cp——elsmcp—-egsians——...—emsinmcp——...—-C, C: \/E kt
OTKyILa : ‘
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m ’ ‘ .
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m=1 ‘ i
cosp= —7% + \ Tucr (moy, mey, ...) —Tuia (mo,, me,, ...)] %5 mt
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Ecnu B pa3JIOKEHUH (2) IlpeILCTaBHTb KO3 PHUUEHTH NpPH sinm

B BHIOE pSUI.OB 10 CTEHneHIM 3TO pasno»(eﬂue 6y11e1‘ TOXAECTBEHHO

k2 1
¢ TeM, K KOTOpPOMY INpPHUBOIMT KIacCH4YeCKMii NpHeM, OCHOBaHHbI Ha
NPUMEHEHUH JIMOTUYECKUX (DYHKLHIA.
Kpome pazjioxenust (2’) Tisserand [63, b, t. IV, p. 424] BbiBOIHMT
Ipyroe, KOTOpOe OH paccMaTpUBaeT Kak OTIMYHOe OT (27). .
Jror pe3ynbtaT Tisserand’a HeTpyIHO NOJYYHTb OLHAKO, HCXOMs
M3 NepBOHayYajbHAaro pasyioxeHus (2'). .t
, Tlonoxum nns atoii uenu

%-::p, Zk%—l/ P—¢ H 2vp:a,




— 26 —
OTKyna
: 1 1 __ .
”E*az—o,
npH yem
1 1 _
@ 1V 1 /1.3\% 1 —
, H(3) wt(55) w
—q_1l,1_3 1 1 1_ 617 1 f/l)
- 2R BT RT BTkT N W Tk
Ecnu z —af(z)=0, To no ¢opmyie Lagrange’a
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- .
TOTAAa M3 pasnoxenuit (§ 2)
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M Ha ocHoBaHuu dopmyn (2), (12) u (14)
2J,(enep. )= g ten
X
— 1P Lopt ;
;Iz (261,262,,.,)_;_ _8— ;5 ——i-é —G—s-j— ey M



»

— 1p

p .
§J3(3e,,3e?,...)_ , B E P
1 : 1 p
'Z—J‘(4e1,4e2,...): : ) Egé'};—s”“ N

MoaTomy

. / 5 1 2 1 4 N
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ITOT peSyni‘?raT TOXJecTBeHeH ¢ npuBeneHHbIM y Tisserand’a,

38. YpaBHeHHe TeOpPMH nponojbHoro uaru6a. Jns
M30THYTOI OCH CKAaTOrQ CTepXKHs WMenu ypaBHeHHs (§3) :

4

y=ecos,

V—esinv—e,sin2v—...—e_sinmv—...=

ue

B éuny (bopmyﬂ‘§12 umeem nbaTomy

cos k

[es] » .
) e e S / “eq -
(136)y = e Z [35(0%x%, 0k s =Ty 0,k 50,k 2 j]

rae npaBaﬂ 4acTb Ha OCHOBAHUMK 3ameqaﬂnﬂ KoHLa § TOCOJlep)KMT TOJleO‘

cosinus’sl HEYETHbIX KpaTHbIX —é-

Ecin e 6e3KOHEYHO Mano NOpsSAOK - BEJIHYMHbL e 6y1LET 2m
(opmyanl 20). CornacHo ckazaHHomy B § 10 nopsmor( BEJIMUUHBI-

J, /k 1 ke;,...) paBeH Torza 2q.

Ecnn HanpRMep, OFpPaHUYUTLCA TpPeTbUM n0pﬁm<om BeJIH‘-lHHbI e,

B pasjoxenun (136) cuenyert, y,zlepxcaTb IBa nepBble wieHa. [oayuyum
pe3yJabTaT

ez\x

3
= / A

— es
y_\e—{—ﬂ-c—)cos 1+

8 4 3e? \ x
642%3 cos3(l~}-16€2/c

npuBereHublii Routh’om |53, a) u!Lord Kelvite—Tait'om [30].
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HekoTopble aBTOpbI [62] mpUMeHSIOT pa3JioxKeHHe (136), He y‘{HThlBaS!
“opsiiKa BeduunHsl KOD(dHLMEHTOB ero. Onpexenss, Hanpumep, Kpu-
THYECKYIO CKHMAIOWLYIO cuiy no dopmye '

‘

YMCIIUTENb U SHAMEHATENb KOTOPO# BbIpakatoT MpUGITHKEHHO U3MeHeHHe
NOTEHUKANLHOH DHEPrdM CTepKHS M paGoTy CXuMatomied cuan npu -
nsmée noJyyeHHble OTGpachiBaHbeM BbICIUIKX (BBilleE “§Tepoil) cremeHe

dy
Yy Mgy, MONb3YIOTCS HECKOJbKUMA UjIC€HAMH pasN@XeHns (136), mexay ,

'TGM npu BHGpaHHOM npu6anxKeHun psii (136) CBOAMTCH K CBOEMY nepBomy ;o
qneHy

39. YpaBHeHne Malbx Kone6GaHuii BNYCTOTE. YpaBHeHne
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40. YpaBHenue mManbX kKojneGaHHWk MPHU CONPOTHBI e~

HHM cpenb, NPONOPUHOHANbHOM KBaxpaTy
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1) Poisson [50, p.-358). — Resal [51, p. 172]. — A H. Kpuinos [32, a; p. 41 —42).
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+@CNIH OTOPOCHTb YJEHb C @ CTeNeHW Bbille BTOPOW.
B .aTOM mociegHem cliy4yae BMecTO OOGOOGLIEHHOTO IOCTaTOYHO
.paccmarpuBaTb OObIKHOBEHHOE ypaBHeHue Kepler’a

v—e sinv— f’

41. TlpunoxeHus 0606u1eHHb1x dyHkuuit Bessel's
“'KpasnoKeHUAMNePTYPOAUHOHHOIN (Y HKILKHU. YkaKeM Teneps
" _HOBbie Ba)<Hble MPUJIOKEHHUS ‘0606meﬂﬂmx dyHkuuii Bessel's B HeGecHol
_ MEXaHHKE. ' ,
B audpepeHunanbHbIX ypaBHEHUSIX, HHTErPUPOBaHbEM KOHMX onpene- -
. nsoTes KOOpPJMHATH MJaHeT, Kak QYHKUMH BpeMEHH, JatoT MO HpUMeEpy ‘
Lagrange’a.coCTaBASIOWMM BO3MYLIAIOWHX CHIT $QPMY YacTHbIX MPOU3-
- BOIHBIX ONHOH M TO# e PYHKLUUH, HOCSLIEH Ha3BaHWe MepTypOaLUOHHOIM.
~.9Ta GYHKUHUT CHMMETPHYHA OTHOCHTENbHO KOODIMHAT Pa3/IHYHbIX MJIaHeT
~ W He 3aBHCAT SIBHO HM OT BPEMEHH, HH OT IPOU3BOJHBIX OT KOOPIMHAT.
MoHO NpUHSTD 3a HE3aBUCUMOE NIePeMEHHOe OJIHY M3 TpeX aHoManuil
-TUTAHETHI: CPENHION, 3KCUEHTPHYECKYIOD MK HCTHMHHYIO aHOMAaNHIO.
MU coOTBETCTBEHHO TOMY CYLLECTBYET TPHU IMaBHbIX PA3JIOKEHNS NepTyp-
-0alHoHHOH ¢yHkuun F B Tpl/l[‘OHOMeTpM‘{eCKMe pﬂllbl
" Pasnoxenue B cbyﬂku.uu cpemmx aHomanuit ¢, ¢’ nByx maaHer

pey

| +oo P
{137) F:S‘Am 'el(mﬁ—i—mﬁ)’ . .
R i m oo &
m,m’:—‘oo

paspaﬁoraﬂuoe Laplace’om u Leverrier.
Pasznoxenue Hansen’a B yHKNUH 3Kcuequuqecxux auomanuu u, u’

%

~ +00 e

s F— SjB lel(P‘l-’rP u).
' : e P T
* PP = —oo"

W pasnoxenue B d)yHKLmu PICTHHHle aHoManii niaxer v, v' Gylden a

7

v Yy el
-(138) \ ‘v F‘_ S‘ C,, l(q +q V)
: (L q =00 : . .

Mexmy Tpems aHOMaTTHSIMH MJaHeTsl &, u AV cym.eCTByror cnenyroume
-CBSI3bIBAIOLLME UX YDPaBHEHUS

- - by
3 N - {=un—esinmu,

=v—esinv—e,sin2v—...—e sinnv—...

1 21 +myl—¢g
‘e € IKCUEHTPUUMTET U e, = (—1)" ™" = —— _¢" n=1, 2,..
. / e T +vi—e) N

b A ety T
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[Togo6HbIM e Oo6pa3om IJAsi Ipyroil miaHerbi '

¢ =1u"—¢"sinvu’,

~<‘;’:v’——e'sinv’—-e"'sinZv’-—...—e,;sinnv’—~,
-

2 1—c—n\/1-~e;’2
D14yl —e? s’?)

e; — (_1 )n—-l

/n _
5 n=1,2,...

Tpennoxum ceGe pasbickaTh CBSI3b MeXLy Kod(hdHuueHTaMu
Appr B 1 Gy,
m, m’, p, p, q q =0, =1, £2,.
WsBecTHa dopmyna’) ‘ "

~+co < ' . -
{ 1>39} Amm' = 21%1)1:' Bpp' Jm-p (me) Jm’-—P’ (m’ ). S
: pyp'=—0c0 ' ] -
Mo aHanoruu Haiimem - TN
6(140) ‘ - Apn =
E ngg CorJus (mél,meg,...,gnen,...) J,_ (m'e, me,..,me,...).

4, q' =— )

: 10 0606ueHne popmyibl (53) Ha cayyail 1ByKpaTHbIX psnos (137)
u (138). '

' Cpennue aHOMaJHK ¢ U §’ MHEHHO 3aBUCST OT OJHOIO HEe3aBUCHMOTO

nepemeHHoro—spemeny. [0O3TOMY MOXHO MOJIOXKHTb

f=k{+a, ' .
e k u a nocrosauuble. U3 (137) HenocpeacTBeHHO MOJiyuyaeTcs pasiio-
JKeHue nepTypOalMOHHON (DYHKLMU B 3aBUCUMOCTH OT CpelHeil aHoManuu
¥ ONHOH U3 NiaHerT. '

B cBoeii Teopun manbix nnaHer Hansen |20, c; p. 169 180] " npu-
HHMAeT 3a HE3aBUCHMOE MEpEeMEHHOE DKCUEHTPHYECKYIO aHaMaluio u
BO3MYIL[AaeMOli MJIaHeThl. .

[Monaras u, —ku -+ a M, cler0BaTelbHO,

u, =u —¢'sinu’ +kesinu
OH HaxoIuT

—+00
—N\N'nr' i (mu--m'n,)
F=NB o )

m, m"=—co

ES

1) Ity dopmyay Poincaré [49, b, p. 40] npunucoiBaer Baillaut, HO oHa BcTpeuaercs
y Cauchy [11, c].
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roe
. +m 0 s
(141) B = E LS T (o’ ) T, (&), w0
» psp'=—co .
H 1§

B,=B, — EE (Bm,-—l + Bm,+1)'

Gyldén vuier paanoxeHue nepTypO6alUOHHON (YHKLUMK B 3aBUCHMOCTH
,OT UCTHHHOMH. anomanun v ‘

F S‘ C 1 {mv-4-m” v,)

. m,m =—co
rue Vi =kvta
" v,=Vv'—elsin v/ —e, sin 2v/ —...-+ ke, sin v+ke sin2v+...

Y

Jlo ananorun c’npeabiayum cnyqaém noJyuum (pOopMyisl

) 00 . :
(142 C,=N3c, T (—km e, —km'e,,..) T, _, (m'e,m’/,...)
’ q, q,:— ’ "
u . : .
- ' e, : e’ .
Cm() - Cm()_'éi (Cm,—i+om,+1) —2 %(Om,.——2+ (Jm,+2)’— ‘e . s
- ,

ne'n ,,
g (Cm,~—n+cm,+,,)-—
PapencrtBa (140) u (142) OpPENCTaBASIOT YacTHbIE Cllyyau OfHO# Gouee
o6ueil PopMyJibl, KOTOPYIO Mbl YCTaHOBHM jaibile (§42). .
MoOXHO BbLIBECTH WX HEMNOCPENCTBEHHO, MOBTOPSAS paccyxaeHus,
npuponsiuus K (139) ') unmn (141)%).
Hcxonst us cnenymmero paBeHCTBa, onpenemuomero A un

21\. 2TC
(143) 4T A ,—j jF o — 1 (ml+m’ C‘)dgdt'
NOJIOKHM ’
 —i(mim'y) o @f
. © S
rie :

T — i (m&-+m'¢)

1) Cauchy [11, c]. Poincaré, (49, b, p. 40].
2) Poincaré [49, b, p. 47].
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I/IHTerpprﬂ IBa pasa MO vacTsam, crepBa mo v u ¢, a 3aTeM Mo
v’ 1 ¢, npeoGpa3yem UHTerpal 1paBoii yacTu paBeHcTsa (143) B clienyOWMiL

o o1 P (I,, d,,, 2% 2% dF df _ 2% 2%
f f TE *“f f z = f f T favav.
Ioatomy
2 _'2"‘ o I°F ——i m ‘v;+>m' g /
—41- Amm,.mm j. Jdvdv ( Yavav,

MAW B cWJly paBeHcTBa (138) W ypaBHeHMid Mexay <, v U &, v/

5, V
00 . o; ox
" 4% . mm’ Amm,rqu Cu J J el(qV"Hilv) ot (mim’ z;)dvdv =
3,0'= 00

~+-CO 2% 2-:
— ‘S‘ qq/ 0 f J' el[(q—-m)v+melsmv—{—me28m2v+ JH[(gf —~m* v +m’ e, sinv' - m'egbsin2v/ .. }dVdV
v .
q,q'=—co 00 B -
WY, HaKOHeu, (§ 7, dopm. (27))

&

Ay = ? qgl,,CquJ,gﬁq (me,, me,, ...).Jw_¢(m’e}, m’e,, ...).

91 e
q7 'I-——OO .

BoiBefenHas Gopmyna TepsieT, ONHAKO, CUJly, €CliM M Wi m’ Hyjb.

Ee moxHO npeo6Gpa3oBarh TOrla B Apyrylo, aHaloOTUyHy10 dopmyne (52).
Mol umenn pasiioxenue (§ 12)

\ Jm._q(me me,, ...) eimc,

™. m-——oo

q.J,
nae st “m=0 HagO 3aMeHUTb npom’,BeneHwe——i1 yepe3 1 npu 9=0

qe
M uepes — —' NpPH BCIKOM JPYrom 3HaYeHHH = q.
" TMono6Hpim xe 0GpasoM HMeeM:

= S‘ Jwr—y (e, m'e), ...)veim )

OO

Ip¥ TOM XXe yCJOBHM st cayvas m’ —0. -

A 4
Samucku I'opwore Huermryra.
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B cusy 3TMX paBeHCTB M3 pa3noXeHus N

40 )
AF v, v)= Z Gy e (av+av)

‘ 4, q'=—0o0
NOJAYy4MM Cllefyloliiee
—+Q0 n E
F(v, v’)_:}: ;%%, Cyr Tu—q (me,, me,, ...} Ju_y(m’e;, m'e,...)e (m & C’),
m, m',.q, ¢ =—o0 ‘

KOTOpoe mpH m M m’ OTJIUYHBIX OT HYJNs BHOBb NPHBOIUT K op-
myne (140).

MOXHO NpencTaBUTh 3Ty (HOPMYNY TAKHM CUMBOJMYECKUM [pPOU3BE-
JeHueM : ,

—+00 o -+00 N
TN 4 q ! 't
Ao =] ¥ 23, i(me,, me,, ...)C, ] (3 T (e, e, ..) ],
. ql_ O ‘ N

q=-—00

TIe nOocjie TUepeMHOXKeHUsT Halo 3aMEeHWUTb TMPOU3BEICHHE Oq . C,q/

yepe3 Cy. .
[Tono6HbIM Xe 06pa3om uMeeM CclieJylOLe CUMBOJIMYECKUE MPO-
H3BeJeHus i

A = €, —%(C,+C1) —2F (Cy+C)—... |

~-CO
>< <E 1%., Jml_ql (m/e;, m,ezl, o .) C;I) »

qQ =—o00:

E

400 , ,
- E%Jqu(me‘, MO,y . .). Cq:l

q=—00

-

X [0;—‘;_"(0;+C;1) — z%;('c;fc'_‘g) —...],

A,= [00 —%(C,+C)) — 2% (C,+C-)—...]

) x[ (¢ —‘;(c;+c'-1);-z’i;(o;+c’_'2)—...] .

N
~

2TH paBeHcha aHaJIOrH4YHbl hOopMye (52).

.

9

S Y2
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‘O6paTtumca K BbiBOLY dopmynnl (142). Hmeem:
=ki{+ao,

Tie k U o nopu paccmaTpHBaeMOM npeoGpasoBaHHUM CUUTAIOTCS NOCTOSH-
HbIMHU 1),
Jlanee M3 ypaBHeHMil, CBSA3bIBAIOWMKX L U Vv, {' u v/ .

) ¢' =kv + a—ke, sin v—ke, sin 2v—.
‘H . . "
(144) v, =v' — e, sinv’ — ey sin2v’ —.. . + ke, sin v + ke, sin2v 4, .,
€CJIK MOJIOXHUTb

v, =kv | a.

Mb umem pasaroxenue dynkunu F Buna

~+00
' i(mv+m'v
r= S e,
m, m'=—c0 )
TIe .
: 2r 2%
., ’ - 3 )
s 472 | Cmm,:f jF.e HavER gy dv,.
! - 0 0

- _MHTerpupyst no yacTiM OTHOCHTENbHO v, U V', T. €. paccMaTpusas
V Kak NOCTOsIHHOe, HaXOIUM ’

L]
21 2m
——41t . Cru -—j j — e~imvimv). dv dv’,

! dv’

) B cBoeil Teopun op6ut maaner Gyldén [18, b] monbsyercs Bmecro saaunca Keplera

“TaK HaspiBaeMoil ,abcomiorHO# OPOMTOH“, KpMBOII C NOABHIKHBIMM ANCHAAMH, MAIO OTKIOHSIO-

. mefics ¢ TeueHveM BpeMeHH OT MCTHHHOH OpGMTH naameTsl. Bumecro anomammit ¢, u, v om

BBofuT Apyrue aprymentsi G, E, F, casaunnie, 0nHako, NPyr ¢ IPyroM TEMH Xe ypaBHe-
HUAMH, KaKk ¥ &, u, v B Teopun Kepler'a, umenno [p. 83, 85] N

n 21+nV1—n
G=E—nusinE, G=F—B,sinF —Bysin2F —..., B =(—1) . ——
7 . 1 2 ( ) n(1+v1_n‘2)

Hondﬁnmmx We ypaBHeHusMu cBsizagn apryments G', E!, F' gpyroit maamern
(p. 134 135), npuyem G' = kG +a, a noToMy . ‘

n

Fi=VF ---B1 sinF’ —B sin 2F" — e..+ kB;sin F + kBysin 2F +.. .,
re
. Fy=kF+ua
u B ofosHauenusx Gyldén'a [p. 135, (5')] °

k=g, a=U+A"—x—¢(A—mx),
Tax yro npu nepexoge or F’' x F; Benmumunl k # o MOXKHO CUMTATh TOCTOSHHBIMH,
. g%

‘
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A TaK Kak
—+o0
dF .\ i {qvda’v')
T 1 }_i q'Cyy y
¢ ¢’ =—~00
TO

2x 2x +cO
l(qv+qV’) i (mv+ mm .
4> C mm,_fj ‘i“lcqq .e dvav'.
0 Oq,q 00 ’ N

Otciona B cuay ypasHenus (144) ¥ MHTerpaJbHOrO NMpeiCTaBIEHHS ]

dynxuun i (x,, "xi,, .--) (§7) Mmeem OKOHHATENbHO

mm' S‘ qu Jm —q (—“ km’ S, —'km 62, .o -) J;n'—fl’(m,ep m,e:?, .o .‘.)'
99 —'_OO .
- ) ' * N
Ota (opMmyna BbiBeleHa B Npennojoxenun m’=£0. Hnas cayyas
m’ =0 umeem :

on 2% ] 91 9% oo
47? C:no e j IF . e_lmv dv dV,l e J j E S.I(q—m) v-+q'v'] dv dvl_'
’ 0.-0q9= ' . ,

BBegeM BMeCTO v, epeMeHHOe v/ Ha OCHOBaHWM ypdBheHus (144),
paccmarpuBas v Kak NOCTOSHHOe, TOTrna

*
. 14 ’
dv, = dv' — e, cos v'dv’ —2e, cos 2v/dv’ —

M
4720 o= -
2 2n -%o iffa—m) v-}q'v}/ | 4 ei"+é:_iv’ r @2V g =2 AN
. —m) v}q ‘ ) \ TN ,
_IJ’ A..‘G‘m'e &1——91 5 — — 28, - ...)dvdv,
Y 9 q,Q':fOG
T. €.

e o, | T ey
(1 4‘5) C,mo:Cmo"—'él‘ (Cm, 1+ Cm,, —1)"_2"5 (Cm ‘2+ Qm, *2)—353 (Cm: 3 + Cm. —3)— (R
ITO0 paBeHCTBO MO’(HO paCLMﬂTpHBaTb KaK npe,H.eanbll/l Cny‘lalfl (142)

npM CTPEeMIeHUH m’ K HyJIto.
®opmyibi (142) u (145) 0GHUMAIOT BCE pasjityHble paBeHCTBA, JaH-

Hote Gyldén'om Ha ctp. 140 u ciexyrout. ero Traité [18, b].

-
A
3

3

i
3
s
i

FEAR SRSt A
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42. YcnoBHO nepuonuyeckue pynkuuu. Kak nocaenHnH
fipUMep Ha npunoxenue QyHKuUMi Bessel's MHOrMX nepemeHHBbIX, paccMO-
TPUM Takylo cucremy oGoGuieHHbIX ypaBHenuid Kepler'a®).

: : ’ ’
. . . . ,
{ =v—e,sinv—e,sin2v—...—esin v/ —epsin 2v —. .,

o ! .
- p . . . ’ : [
Y=V —e,sinVv—g,sin2v—...— &8I0V —— &8inlv —...,

»
K KOTOPOM HpHBO,H,HT OﬁmeHbll/l KJIaCC 3anay MeX&HHKH, rje HHTErpHu-

poBaHne ypaBHeHUH JBUXEHHS BbIMOJIHAETCS CIIOCOOOM Jacobl Liouville’s
M 3a1aun MpUBOASTCS K KBaiparypam -

J' f(x)dx J‘ f, (V) dy . ] ’
NE—E—nFE eWr~®@—ﬂFdw |
(146) x , v A
ST L +f w@dy
\ a\@—wuv~m@u) cvw—wxd~w¢mﬂ
e

F) £, () 2 (), @, F(Y) F.(9), @), 2,(y)

B ﬂpOME)KYTKaX
(mn 6<x<h, ely<d

KOHeque OIHO3HauHble M HempepbiBHblE BEIleCTBEHHblE PYHKIMHU Bele-
CTBEHHBIX KOODIHHAT X, Y M t HOBOE nepemeHHOE — BpeMSL.

Cuctema (146) npencrasnsier 0600lleHUEe HA cydail IBYX nepemeﬂ-
HbiX ypaBHeHMs (4), MccaegoBaHHoro Weierstrass'oMm. W3 ypaBHeHuit
DTOH CHCTEMbl MOXHO OHDENENUTh KOOPIMHATH X, ¥, KaK OJLHO3HAaYHbIE
yHKUMH BpemeHHd, BBoas no npumepy O. Staude [60] cienyrouiue
YCIOBHUS: -

1) QyHkuun

~

£(), £, () o= 9:(y)

JUIS BCEX paccmaTpWBaeMbiX 3Havenuit (147) nepemeHbex X, y coxpa—
HSAIOT 3H3K;

2) 0AS TeX ke 3HAYEHUH mepeMeHHbIX X, y, KaK OCTalOL{Mecs MoNo-
AKUTeNbHBIMH DYHKILUHU - .

F (x), Fl'(3}), @ (x), @)

;

1) Mbl OTpAHHYMBAEMCS A KPaTKOCTH CHCTEMOH [BYX ypaBHEHHH, CBS3HBAIOLIAX

4 nepeMenHbX v, V', §, &', HO Te e paccyXIeHHs MOXHO NOBTOPHTh i CHETEMb! 1L 0606 IIEH-

#HbX ypaBHeHn# Kepler'a, CBA3HBAOIMKX 20 NepeMeRHBX v, v', ..., v®~ D ¢ ¢ ge=D,



. TaKk W onpelequTelb

1O o) e@ HG)
VEGRE) Vo, (y) Vo@E) VF )

HM pa3y He o6pallaroTcs B HYJb.

-

NoJaras , s
b —b ¢+ d c—d
(148) x:“;—z—r—}— a—z—- cosV, y=-——+—5cos v/, . S

pasnarasi TOJ MHTerpaljibHble BbIPaXEHUS B TPUTOHOMETPHUYECKHE PSIIbY
Y NpPOU3BOJIA MHTErpUpoBaHue, NOJYYUM CACTEeMYy ypaBHEHUMH
t=a,v+ a,sinv + a,sin2v ... + av’ -+ ay sinv’ + azsin2v’ + ...,
0=D>b,v-- b, sinv+ b, sin2v ... + bov' + by sinv’ + bysin 2v/ ..., -
M3 KOTOpPOH, B CWy BBEIEHHbIX YCIOBMH, v WM V' ONpeLeNstorTcs Kak
OnHO3HauHble (BYHKUHH t. , )
JTa cucTeMa JIerko npeo6pasyeTcss B PaBHOCHIbHYIO CIELYIOULYIO:

. . r LT - s,
(1~ % {—=v—e,sinv—e,sin2v—...—e;sinv —egsin2v —. .,
4 . . ’ ' g
=v' —e sinv—e,s8in2v—... —gsinv —esin2v/ — .,
rie X A !
. ’ N
b, —b,

)

E—ont. ¥ =o't = -
2TEn e en e aghy — bya, e aobo—boao’

’ 7 [ ST
o — by — bya, ' aby — bra,
k — T, P G
i a;by — bya, @by — boa,
’
. b, — ba, o ayb, — boay
k — 7 7 ) Ok — — T 9
aghy — bea, agby — byag.

M, KaK mpennoiaraercs, ' .
aybo — byay =5 0. .
B cuny ypaBHenuit nociegHed cHCTeMbl BCAKYIO: NEPHOINYECKYIO:

dhyHKUMIO ~ .
00

f(V, v/) — Z qu, ei (av-+a'v)

. q, ¢ =—00
OT apTYMEHTOB Vv, v/ MOXHO paccmaTpuBaTb KaK NEpUOIUYECKYIO DYNKIHIO:
oo . )
EA-mm' el(mC+Q 4]

. m, M’ =—0co
OT -aprymeHToB ¢, ¢,

3
b
J
]
!
1
1
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% s
Boobuwe f(v, v') ne 6yner nepuonyuyeckoit dpynxuueii oxHoro nepe-
MEHHOTO t, JUIt 9TOTO0 HEOGXOIHMO YCIIOBHE, YTOGB 0 U o’ ObUIK COM3Me-
pHMBbL, T, €.

e __ ¢ __
w0

el

WM _ !
' mb, 4+1n'bp=0 M p=n< ¢’ =n'T,

rie n v n’ neable yucia.
[lepuon pasen TOrna
£ ) ’ '
o9n - 27 (aob0 — boao) .,
T="= — :.27\: (a,n + aon’).

n

Ha arom ocHoBanuu d)yHKu,mo

+00
f(V V)= S‘ Car el (qv+q v') S‘ A —ei (mg-+m't')

q,q__.— m,m =00

8
Ha3blBaIOT YCHOBHO MEpUONHYecKoil dyHkuuel mepemeHHOTO 1.

CorjlacHo 3TOoMy onpelenieHuto, B cuiy dopmya '(148), KOOplIPl-
HaThl X, y BbIpa)KalOTCS YCJIOBHO NepHONuiecKUMU (DYHKLHUIMU BPEMEHH,

Pasbiiem cBsizb MeXILy Koad)d)uuueHTaMM Cur M Aun.

HMmeem

2% 2

1 oo —imE+mYy a8 ¢ ag OC\ ’
A = 5[ [ (v, V) e fﬁ‘w o 5o )dv.av.

Otciona
00 2n ( ot
i(Qv—mv+m 2 e sinkv-+m’ 2 e sinkv) 9%
m’—4 2‘10%]- K1 Y=t ¥ ov dv
q,q =—co 0
XJ‘ 1(qv —m’ V' —+m 3’ e, sin kv'+m’ 2 g sinkv') 9¢' av’
- k=l k=1 ov'
~+Co 2n © it
i (qv—-—mv+m 2 e sin kv-+-m’ 3 ¢ sinkv) ot
”"‘47:2 > Cu [e = T
4 q'=—c0 0 ;

1(qv—-mv+m2eksmkv +m’ zeksmkV) av’
X.[ k=1 k=1 v )



e L e
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B cuny pasnoxenus

S =1y R, -2y, =P :
(10) ot 0=t ) HR = Ny, x,,.L0 8,
wim - .

“+00
i(x,sin g+xys5in 2o+ +++)_* ipp
e , =N, (x Xy ..) ©

p=—00 .
#

B MepBOM MpPOUSBENECHHH JBYX WHTErpalioB MOXHO MOJIOKHTH

im’ § in k |0
s XV . ‘e
o =it :EJr(m’el,m' €.,
Ir=—00
im § e, sin kv’ +o
N KV irfy’
8 =1 " = E Jr' (me:” me2'! . ') e“,' )
r'=—co
‘ ' ’
a_BO BTOpPOM .
. § nky I
im 3 e, sin kv » )
® =1 ' :E J, (me,, me,,...)e",
§=—00
im’%a’sink’ ~
v syl !
e it :2 Ji(m'e ,m'e/,..)e"" .
§'=—co -
[ToaTomy
N - : § in kv} ;)ﬁ
— ' 7 1 i[(g+r) v—mvtm ey SInXV]. 0%
Amm,—Equ,Jr(m e, m'e,...) zﬁfe (i = 5 avi
4,q,r,1'=—00 - 0
- 2 3. sinkv] 0
’ ’ 1 i (') v’ vibm! 2 g sin 908 1 A
X Jr' (me1 , ey, .. ) {2'_,,: J.‘e k=1 ov' dv'y
0 , ‘
~+00 2n % in v} ¢
] - 1 i [(q—m-}-8) vf-m’ € S KV ¢ !
—Z qu’ J, (me,, me,,...). {2_n f e =1 F= dv

9q, qy‘, 8, 8'=—00 ‘ 0 . v ~

2r R ) .
. 1 (o —m'ts) vidm 2 e, sinkv'] 98 '
X Ja' (mr S/,m' 62',.. ) 32_7:_ f’el [(a !!ﬁ1+5)v+mk:1 . §in kv'] 5o dV’},
- 0
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OTKyla, HHTEerpupysa {10 ‘{aCTSlM, Haxogum

V‘l“"' ‘1_15.(: J (e, m'e,...).J,_ . (me, me,...) .

q,q,r,r* OO

m

X J, (me,’, me,’, .. ) J

m’—q'—r’

(‘m's,f, m's,’,...)

o —m-+s q—m’-+s'
— YT, C,J, (me, me,...)J

r
n ‘(m'e,m’e,...)
q,4q,8,8 =—00

m—g—s

X J,(m et,m 52,.. )J

m—q s’

(mei’, me‘,’, .ed)

Tak Kak yKasaTelb m—q—s OJIHOBpeMEHHO C s H yKasaTenb
m’—q'—s’ OJIHOBPEMEHHO C 5" IPUANMAIOT BCE pa3NnyHble LeNble 3HaueHuns
OT —o0 JO -}00, TO MOXHO MOJOXHUTh M—q—s=r M m'—q —s =1’,
OTKyKa s —m—q—T U 8’ —=m’'—q"—1’

Takum 06'pa30M HMEeM OKOHYATeJbHO

(150) Amm,“?ﬁlﬂiﬂlc J (m’e, m’s,,..)J

m—q—r

(me,, me,,...)
Q;flyr:r =——00 N

v X J, (mel’Kmez’, o) Ty (@m'e m'e), L)

i

B caydasx wacto BcTpedalolLMXcs B 3allaYaX MeXgHUKH mepemeHHbie
B, By, veey &y Egy.ne U €1 0,7,00,€7, 6, ... IPEACTABNSIOT pSi/ibl, PACIIOJNOXKEH-
Hble {10 CTEHEeHSIM MajbiX BEJIUYUH € U €', U 6,y €,..., &, &y ... CONEPHKAT
MHOXHTeENeM ¢, a e,/,8,,..., 8,/,¢8/,... MHOXHUTeNeM ¢ COOTBETCTBEHHO .
B cfenensx 1, 2,... Koadduuuent qu, npexcrasiasger NopoOHBIA Xe psn,
COJiepKaLUUil MHOXHTENIIMA € W &' COOTBETCTBEHHO B cTemeHsX. |q| u [q'].
N3 ¢opmyast (150) u paccyxneruit § 10 crenyer, 4TO KOI(HPHUUEHT .
A__ mpencrasiseT TOrga mojoGHbI ke psil, comepxauluil MHO)KHTCJMMH
€ U €’ COOTBETCTBEHHO B CTemeHsX |m| U jm’|.
JTOT pesynabTar BoiBOJMT Horn [24, e, p. 204—208] nyTem JOBOJIbHO
TPOLOJKUTENbHBIX BbIYMCIEHHIA.
OTmeTum clleRylolue HauGojiee BaxHblie B ﬂpHJIO)KeHHHX yacTHbIE
‘cnyday, rae gopmyna (150) 3HauYMTENbHO ynpouwaercs. o

I. Cucrema (§41)
{ =v ——'e1 sin v —@, sin2v —., ., -
g’év’—e "sin v/ —e,” sin 2v/—. .,

TIpeNCTaBseT qac:THbm cnyqau CHCTEMbI (149) eclii B 3Tou nocneiHei
TPUHATD



M BMecTO ¢, ¢,’,..., U3MeHsis 06O3Ha4YeHUs, NOJOXHUTb ¢,/ e,/,....
Torna us dopmynsl (150), 3ameuasi, YTO HepaBHbLIMU HYJIO OCTAIOTCS

TOJbKO uJeHbl, Trae r—1r' =0, noJydaeM, KaK 4YacTHbIi cJyuyai,

Qopmyny (140). : :
II. Ypasrenue (§ 41) ' .

. :
7. 7 % 7 7 o 4 3 31
v,=V —e,/sinv —e, sin2v' —... 4 ke, sin v-{-ke, sin 2v + ...

NpeiCTaBAsSeT YacTHBI chyuaii cucTembl (149), ecnu B 3TOl cHcTeme
HOJIOKHTD

| ol —a — —ag ' — o — — .
{=v,{'=v,e,=e,=...—m0,/ =e,/—=...=0

‘1 BBECTH 000O3HaAYEHNS

VA 7 [ 4 — J—
. g’=e/, &' =¢e), ..., ¢,=—ke, g, =—ke,...

Torza u3a dopmyanl (150}, 3ameyast, YTO B Hel clieqyeT cYyMUTaTb
.-~ N
m—q—r=0, =0,

HOJyYdM, KaK yacTHbil cayuaid, d)Opmyny (142).
~+00

1II. Ecnu q)ym(umi i(v v)—?G @) pinawaer KOOPIH-

. , q,q* 0

s

HaThl (148) x, y,.TO Bce Koamdmuuembx ‘G, » O0paLAoTCs B HOJIb, Kpome

N Cyn Coyy MM Corpe : ’
Pan npaBoift vactu dopmynn (150) npuBoguTes NO3TOMY K JABy-

KpaTHOMY psiy, I'ie CYMMMPOBaHHe PaClpOCTpaHsieTCs Ha r U'r'.
ITOT ABYKpaTHblil pSi MOXHO TPUBECTH K ﬂpOCTOMy, noJIb3ysch

dopmynoii cnoxenus (§ 22).

) ~00

- (mej,’ me,, ...
Ir=-—co . v ;
. . P

=J 0 (e, +m'e,, me, + m’s,...)

WK

| Y‘J (me,,meg,...) J

o/ fl—r’
rV: L I

=T (me +m'e’, meg’—i—m €y ye)

(m,31/9 m,'E’Q,v .. ') = -

3
.
5
: ’é
3
s



_— 483 —
- IV. HauGonee yacTo B 3aja4ax MeXaHUKH cucTema (146) MpHBOIUTCS
K chaenyroineii ')

J‘ f,(v) dy
V=) (=) Fi(y)

t—=

X Y
& oi(y) dy
O pne e B B gy — > ! y
J. 2V x (1—x) + J Y =) ([@=y) &, (n

KOTOpast paBHOCHJIbHA TaKOMH , .

t— ay V' +a sinv' +a’ sin2v' ..
(151) :
. Q:v—l—b{'}v’,+b: sin v +b' sin2v +...,

2
HITH ° "
P {=v—¢e sinv \e;sin,ZV’——...,
‘ ‘g’:v’ ¢ sin v/ —¢ sin2v —..
1 2

Kpome toro ¢yHkuus f (v, v) Bolpaxaercs OObIYHO HpOCTblM TpH--
TOHOMETPHYECKHM PSILOM %)

. +00 - 00
ig’ v/ iv N iq’ v/ —iv
’<§‘Q1q,e )e —{—(,\C_lq,e )e .
q'=—o0 q'=—00

lMonarasi TioaTomy B chopmye (150)
..=0 u C =0 npn qF=1,

e, —e,—...=¢

A

€y

1

ClelyeT yaep)xaTtb B HeH KakKk He paBHble HY 10, aMllb Te ‘l.HeHbl C C

uC_, ., rae -

r=0, m—q—r=0, T.€& m—q—==1.

3HaYUT B ITOM cnyqae IBYKDaTHbH1 TPUTOHOMETPHYECKUH pslL

VA. . i(mt+m’§')

“y m,m— o

CBOIMUTCS K TaKOMy MpPOCTOMY °)

“+oo ' :
(XA, 0@ ) o + (VA_W ol ¥ )oi,
m’'=—qo m’' =—co i
1y Staude [60, § 11]. . . ' )

?) Cu. OpeAHAYIIYIO CHOCRY. ;
%) dror pesyabrar Boigogur O. Staude (60, §11] mnyrem NPONOMKHTENBHEIX
BhluMcaenuH. ) .
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‘Bblpaxarouiemy f(v, v'), Mo npexHemy, Kak yCJOBHO -NEePHOIMYECKYIO
«pyHxkuuio t. 3aeco

~+00

A g+ C J (+ ’ i’ J . .
T T tigd (000 ) Ty (e, mie, L)

+q', 1’ = —00 »

\

43, Manble konebGauua chepUHYecKOro MasiTHHUKA.
Kak npuMep Ha IPUMeHEHHE Pe3yJIbTAaTOB NPENbIAYLIET0 §* PACCMOTPUM
JIBHXXeHue chepuyeckOro MasiTHHKa.
. YpaBHeHHs 1BWXKeHMS cdepuyecKoro MasiTHMKa ObiiM TPHUBEIEHbI
K cucreme (151) ewe lLagrange’em [33] u ¢ HOMOWbLIO NMOROGHOH xe
cucrembi Hccaenosan Tisserand’om [63, a] manbie kane6aHus cdepu-+
4€CKOro MasiTHMKa OKOJIO HaWHUBLYErO MOJIOKEHUS! PaBHOBECHS ). .
[IpumMeHum npenbinyuie BbIBOJbI K 3TOMY [MOCIHENHEMY CIyyaro
JIBHXKEHHST MasiTHHKA.
Mycrs ! nnuHa MasiTHuKa, g ycxopeﬂue canbl  Tsxectd, § yron
MasiTHHKa C BEPTUKAJIbHHIM HANpaBiEHMEM, TNOJNOXUTENLHBIM BHH3, 6,
 maximum, 6, minimum 9, ¢ yron BepTHKaNbHOH MAOCKOCTH MasiTHHKa
' .C Hava/ibHbIM TOJOXKEHHEM aTOi MJIOCKOCTH.

KOOpﬂHHaTbI MasTHUKa MOXXHO BblpaBldTb TaKk -’

Kl

x =.¢ sin 0. cos @, y=—1Isin 6. sin ¢, z_..lcose

BBoasi HaganbHble YCIOBUS ,
t=0, ?:B; Hop=0 !
, ¥ monaras ’

) sm b, =%, sinf,=k, sin?0—=Kk? cos"rz.l) + k,?sin® ¢, ’
e Y Bcnomo'r:i'relm bHbIH yron, paBHblii HyJIt0 pH t =0, Tiséerand’npusonnf .
'ypaBHeHHS IBHXEHHUs cd;epuqec__:Koro MasiTHHKa K cnenylomgﬁ CHCTeMe

T K+ kK 25 K-+k)—26KK | d)‘
n_‘{: + 6 - 1024 +"‘]~+

: P ) o
+ (& —X) (32+25 w20 + (K — — i

%

4096 + . .)sin4¢+...,

‘)“ Hern .[24, f] uccnenoBan ¢ noMoupio cucteMbl (151) ABHKEHHE TAKENOH TOYKH IO
JIOBEPXHOCTH BpAlUEHHS NPH MAJIBIX OTKIOHEHHAX ee OT NapaiienH, H C NOMOUbI0 CHCTEMBI
«(149) [24, e, p. 215] xoneGamua, TAHENOH TOUKM OKOJNO HAMHHSIIETO MNONONEHVS PABHOBECHS
/2 3UIMITHYECKOM NMapaGofonie C BEPTHKATbHO HANPaBAEHHOH BBEPX OCHI.

o



A5 —
w—nct(5t¢>+4d<<i+275i5+~ ¢
v g\ktg 72 \ 8 256 >‘+

+kk, (—k) (2B +o) sin2g 4.,

\ 512

—V/ e
n=)/ £

Eciay nonoxurs ;;): arc tg (% tgd ) —§— v.n d=v', a1y cutTeMy -

‘nenco NpUBECTH K BUILY

{g-—*v—e sin 2v/ — e’ sind v’ —. .,

)152) g=v s2 sin 2v/ — s: sing v/ —. ..,
N .

THe {=p-*%, ‘:,:P,'t 1]

k + k' \
B nkk( +27 St h
e= X +K 25k +k)—26k‘k2_l_ ’
1+ =+ 1024 . e e
; - F n . 1
= K+k 250k +k)—26kk
T+ 1024 ...
s e (17
el— ‘ k kz(k -—k) (gﬁﬁ"...) ..
. “‘“1 Kk 25(k +Kk)—26kk !
\ +”‘f+ 1024 T
' -
ka e K+ K
L )(32+25 B2 +)
& — 7" 3. 2
k+k  25(ki+k)—26k k
1+
16 1024
e & e e -® s ‘e o ;5? LI e v e e . e« & s s s+ ¢ & .+ .
Tak kak cosqi_ucos[arctg< tgLI)):I cos Vv — sm[arc tg(E tgd ]smv
o 2ted
! cosve—e——— T Sinw—
\A+’@¢ VG+—%¢
__kjeos beosy kysindsiny . kysinbeosvy . kycosdsinv
sin ¢ sin 0 nosme= sin 9 _ din6 ¥

-

#



— 46 —

“TO BblPaKeHHS I KOOPAMHAT X, y, z OYLyT Cilelylouiue
x=1 (k, cos v/ - cos v—k, sin v*. sin v),

- y=1(k,sinv’.cosv+k, cos v .sinv),

z=1.V1— [ — 0 —K)sin? ]

. K+ (K —%
:l,gl-—-w“i—“‘—{— ——\-‘——“—I— )cost’—}—...g,

.a no*romy 3THU KOOp,ILl/lHaTbI Ha ocuosauuu (bopmyn npeipluyuwero -§2
BBIDAXAIOTCS TNPOCTHIMU TPUrOHOMeTpPUYECKMMU pSOaMH B  (hYHKIMH
BpPEMEHH, NIPH TOM X U y OYIyT YCIOBHO NEPHOJIMYECKHMH, & Z NTPOCTO
nepUuoIHIecKOn (byﬂxuuﬂmu t. .

- Ecan noBepHYTb cHCTEMY KOODIMHAT X, ¥ B €€ NNOCKOCTH Ha
_YTOo&l v, HOBble KOOpAWHATH OYILYT

E=a-.cosVv, m=Db.sinv,

CTHe

\

‘ Mpoekuuss MasiTHAKZ Ha IMIOCKOCTb Xy IIBUXETCS MOJTOMY MO
2 2
" NNUNCy %——{—2—2:1 U MOJIOXKEHHE ee HA OTOM JiuIce B JaHHbIA MOMEHT
- onpenensieTcs SKCU.eHTpH‘leCKOM aHomanueid v’, a 60Jblluas ochb anumnca
- COCTAaBIIIET B 3TOT MOMEHT ¢ HEMOIBUXHOIA ocmo X Yyroa v.

U3 ypashenuii (152) Ha oOcHoBaHWH dopmyn (2) u (53) nojyyaem

| CHLYIOWKE BHIPAXEHHS 1T YV M v/ B (YHKUMM Bpemenu
A ~

v —z;'+zS‘ J. (0, ke, 0, keA,O ..) sink;

: k 1
' T. e. (§ 10)
o , .
v ={+ Z Iin J, (2me;, 2me,,....) sin 2m¢’
m=1 :
M N
V—C-}- ?A s1n2m(‘; ,
. <~ ‘
. )
A= N1, [, (2ms, 2me, .0 — T, (2mE, 2me]. )],
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Ecnu k, u k, 6eckOHeYHO Manbl K BLICIUUMH CTENEHSIMHU WX (Bbillle
4eTBEpTON) MOXHO NpeHeOpedb, MPH BblUMCIEHUH - DyHKUMHA J, (x,, %, ...)
1o ¢opmyse (12) DOCTaTOYHO OrpaHUYMTbCA UX NEPBLIMH YJIEHAMH.

MMonyuum pesyabTar N

s 4 2 2. 3 k +k :
v = —(k —k) <32+11——236 +> sin 2¢" -
. + e — 1) 4@196 o) sindg b /

=Lk K (—K) (512+...>sin2§’,+...‘),

TOXAECTBEeHHbIH ¢ nmpusejeHHbiM v Tisserand'a.

-

%
Résumdé,

L’objet du présent travail?) est 'étude des fonctions qui se rem-

contrent d’abord sous la forme d’intégrale définie :
L Je(x, Xy v Xmy .al) : , .
T
:%J. cos (kv—x, sin v—x, sin 2v—...— x,sinmv —..) dv,
0 . *

comme les coefficients du développement en série

@ . v:§+'22-};Jk (ke,, ke,, ..., ken, ...) sinkg
de la solution de I’équation

(3) v—e, sinv—e,8in2v— .., —epsinmv— .., =¢?%),

Dans le cas particulier d'une varlable (m=1) on a l'éguation clas-
sique de Kepler
' v—e, sinv=y{

ot sa solution donnée par Bessel [6, p. 21]

v:’g+ 2‘1 & Jx (kel) sin k&,
k 1

¥

) Eciv orpaHMyMTbCA MEPBHIM TOPSIKOM BeiHdHH Kk, ¥ Ky, 'OpPH HEOTrPAHHYEHHOM
BO3pacTaHpM t Heub3d sakmouarh, ur0. ¢ = 0, M cuMTaTh, KaK HeaeTcs OOLIUHO, LIMNC He-
NOoEBMXHLIM [32, b, § 75]. .

2) Ce travail, présenté ala Rédaction le 11 mars 1926, est une réimpression, avec quelques

petites additions, de la Thése lithographide de l'auteur [3; d] publide en 1922.

; Remarque de la Rédaction.
%) Le nombre des variables x,, %y, ..., 3 0u &, e, ..., 8, avec cerfaines restrictions
pour elles peuj &tre illimité.
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1
I (®) == I cos (kv — xsinv) dv
= ;
est la fonction bien connue de Bessel.

~ Par analogie avec ce cas, appelons I'é quatlon (3) equatlon de
Kepler généralisée et la fonction

Jk(Xl, Xyy eeey Xy ...)

fonctlon de Bessel de plusieurs variables.

A Téquation (3) aboutissent plusieurs problemes de mécanique.
De méme qug Péquation ‘de Kepler, elle se rencontre d’abord dans’
la mécanique céleste.

Tel est le developpement de l'équation du centre v—¢ suivant
les sinus des multiples de l'anomalie vraie v, ol { est l'anomalie
moyenne d'une planéte.

- Le probléme de l'inversion de cette série, c’est-a-dire le develop-
pement de 1’équation du centre suivant les sinus des multiples de
I’anomalie moyenne { a été cousidéré par Clairaut et d’Alembert -
ot puls par plusieurs autres geometres 9. i

Cest Schlomileh qui, en 1849, dans sa monographie Die allge-
meine Umbkehrung gegebener Funktionen [56,.a] a obtenu, le premier,
la solution de 1’équation (3) sous la forme de la série (2) et a représentéd
les coefficients de cette série sous la forme des intégrales définies (1)..

Puis en 1866 dans son mémoire Ueber eine Gattung reell periodischer
Punktionen [67] Weierstrass a lié/avec le probléme de l’mversmn
de la série/(3) celui de linversion de l'intégrale

X -

dx _
@ | ] e = o

qui se rencontre dans le grand nombre de problemes de mécanique ?).
Ici F(x) est la fonction continue et pos1t,1ve de Yargument réel x

') Voir Particle de H. Burkhardt [9, a, N 19, p. 944].
2y Iei se rapportent tous les problemes, ou I’équation des’ forees vives avec les autres
équations du mouvement conduit Péquation :

o (Y= T,

ol X est une des coordonnées et, t-est le temps. Tels sont: le probléme du mouvement du

point sous Vaction de laﬁfo’rce centrale 4 la condition -d’existence de la fonction des forees;

quelques cas du mouvement du point sur Ia surface (en particulier— les pendules); divers cas

du_mouvement d’un corps autour d’un point fixe ete. Voir le mémoire de M. §taude [60].
~

ot
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qui ne devient pas une seule fois zéro ou infini dans tout l'intervalle
de —1 &+ 1, y compris ses limites. Le radical a le signe + ou —
selon que x croit ou décroit, et

—1xLl, —1Lx L

, L’équatioﬁ (4) définit x comme fonction périodique de t avec la
période [A bel]

+1 &
"=l
En posant x =1 cosvet en développant la fbnetion
.1
VF (Fcosv)

. » . - a I3 » - hl
_en série trigonométrique, Weierstrass a ramené 'équation (4) a la
"

forme (3), ou { est une fonction linéaire de t, et a établi lg développe-
ment en série '

d) ) +x—‘cosv_.——+VAkcong,
. k 1
ou
Avr= [cos [(k—1)v— ke sinv — ke, sin 2v—...] dv—
0
- T 9
~—.fc:os [k +1)v—ke, sinv—ke, sin 2v—...] dv }-
0

Les formules de Weierstrass contiennent aussi le développe-
ment plus général
pe

(6) cospv=— ¥
K
+p2.l JCOS [()k — p) v—ke, sinv—Lke, sin2v———.‘.]dv‘—
k=1
ki
_,EI:JCOS [(k -+ p) v—ke, sin v— ke, sin 2v—...]dv { cosk{
0 \

Samucku I'oproro WHeraTyTa. ' \ .
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et le développement de la fonction arbitraire

oo
G(x)= ECP cos pv

p=0
en série '
V (e @]
(7) » G(x) :; B; cos k¢, .
: =0

ou By se compose des intégrales .

. . s
T - 5

% :
71:—’[‘005[(kipr)v—,kelsinv—ke2 sin2v—...]dv, p=0, 1, 2, ...
0 . . .

; N ®
I1 faut, cependant, remarquer qu’en introduisant les intégrales -

»
i

T
1 . . . )
;;J-cos(kv——xl sinv—x, sin2v— ... —x, sinmv—,..) dv,
0 ‘ s

pi Schlémileh, ni Weierstrass ne les considerent comme lés
fonctions des arguments x , Xq, veey Xm, ... Au contraire, en mention-
nant & la page 6') de son mémoire que les formules (5), (6) et (7) ren-
ferment les intégrales de Bessel et Hansen?), Weierstrass dit:
«In den, meisten Fallen aber, selbst wenn die Funktion
F(x) eine einfache Form hat, sind die Coefficienten
Ay, By sehr complicirt zusammengesetzte Gréssen,
deren direkte Entwicklung aus den aufgestellten
Auasdricken schwierig erscheintn». . o ‘

‘Ce n'est que M. P. Appell[4,b]°) quien 1915 a proposé de’considé-
rer les intégrales (1) comme une généralisation de la fonction cia;ssique
de Bessel Jy(x) pour le cas de plusieurs variables x,, X,, ..., Xp%).

 Werke, [67]. ! ?
2) Comme un cas partieulier pour eq =e; =e =...= 0. ‘
3) M. P, A p pell fait une premiére approximation avant 'inversion de I'intégrale (4), en

1 ‘ 7 .
représentant Vv_ﬁ_&—.i dans Tintervalle —1, + 1 par un polynome,

4) Une généralisation des fonctions de Bessel pour le cas de plusieurs variables
se rencontre aussi dans le mémoire de M. Whittaker [68, a, p. 351]. Cependant les
fonetions introduites par cet auteur ne présentent pas une si profonde analogie avec les
fonctions ordinaires de Bessel comme les fonctions considérées dans le travail présent.
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M. J. Pérés [46] aindiqué ensuite pour les fonctions Jy (x, x,, ..., Xu,...)
les relations , -

aJ, -
(8) : 0XL (Jk_m Jk+m), m:l, 2, ...

(9) ka——[ (Ju— 1+Jk+1)+2xg (Jk 2+Jk+2)+
+ mXmy (Jk—m + Jk—l—m) + ]

qui conduisent, dans le cas d'nn nombre limité de n variables, au systéme

- d’équations lindaires aux dérivées partielles du second ordre admettant

2n solutions linéairement indépendantes, dont 1'une est la fonction

Ji (%, Xy, ..., Xn) elle-méme, et équivalent pour cette fonction & l’equa-
tion de Bessel pour Jy(x). .

Enfin M. B. Jekhowsky ') {26, a, ] a donné pour la fonction

Jr (X X,y .. ., Xy) Vexpression sous la forme de série infinie
—+00

(10) L S‘Jk_np(xt, Xy, +o ,Xn_l)J (%)

p:——-oo . V '

et a étudié quelques propriétés de ces fonctions [26].
Dé mon cbté, en étudiant les fonctions de Bessel généralisées j'ai
obtenu les résultats suivants [3]. ; .
Apres avoir trouvé pour Ji (X, X,, ...,Xn,.. ) la fonction génératrice

_ m 1]1 —+00 ’
10) o (t—— )+ 2 (2 -2) .. t (h —t’ +...iZJk () X, -

k=—c0

v Xm, ...) 5.

je déduis de D'égalité (10) quatre developpements des fonctions
Je (X Xgy o2+ Xmy ...) ©D séries,

) En 1927 a paru la Thése (Paris) de M. B. Jekhowsky ,Etude sur les
transcendantes Fourier-Bessel a plusieurs variables“ dont la seconde partie (p. 17—31)
est une traduétion textuelle (faite avec des errdurs et avec la restriction de n ="2, mais
sans citer ma Thése) des §§ 18 (renvoi 3 la* page 51 et 52), 16, 17, 20—24.et 29 (voir
les §§ 15, 18, 19, 22—26 et 31 du présent travail) de ma These hthographlee (1922) qui
a été bien connue de M. B. Jekhowsky )

4*
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Le premler sous la forme de série multiple de produits des:
fonctions de Bessel ordinaires
AL F(®y Xyy vv0y Zmy 20l) =

“+oo oo

=N N e - 5D T (5 e T (1)

Le deuxiéme sous la forme de série

. ' : N Vs @ T - D)V (X~ o, )
12) Jo(®, X3 o0 0 X = Xt s —' —
(12) Je (X Xy oo )= S‘_O 25T, 1.2, 0. (k +5). 1.2,

de produits des polynomes V.(x,, RIS ), r=0, 1, 2, .., déﬁnis par
le developpement

(ee]
(13) ‘ e;(x;t«}—x,t’—{-..’.—]'—xmtm-{-:.7.) V, (X5 Xgpeeny r)
T e 2T.12...7
r=0

et satisfaisant 4 la relation
14) Vi=x Ve 14+ 2.2@0—1)x5,V, 5+ 28 —1) (r—2)x, Voog +...

d’on ils se déduisent successivement.

Du développement (18) ou de la relation (14) on voit que quand
le nombre des variables x,, x,, ... de la fonction Ji (x,, X,, ...y Xm, ...}
est infiniment grand, les ‘polynomes V.(x,, x,, ..., x) de chaque
terme de la série (12) conservent le nombre limité de variables, qui
‘croit graduellement avec 'accroissement de l'ordre du terme.

Pour m =1 la série (12) se réduit & la série de pmssances pour
la fonction de Bessel ordinaire B

o0
k-}-28
Jk(X) V k+2 ( 1)8
;:1')2 *1.2...(k+s).1.2
"Pour m =2 et X, =X, X :%

pA
Vi(= 3
représentent les polynomes connus qui sa.msfont a l'equatlon de la théorie
de la chaleur .

‘
<
<
I
ks
R

et qui s’expriment par les polyno_mes de Tchebychef [64]—Hermite [22].



L.e troisieme développement de la fonction Ji (x,, x,, ..., Xm ...)
a. la forme :

% 1 [ ] W (Xu Xgy vony Xy eee)
H(_ ) 1.2...r1, 4

M],—A

‘(15) } Jk (X Xgy ooy Xmy o

(e

r=
ou [%:] est le plus grand nombre contenu dans % et Wfk) (43 Xgseeer Xmjees)s

r=—90,1,2 ..., k=0, 1, 2, ..., sqnt des polynomes homogénes du degré
T en X, X,, ..., Xm, ... définis par les développements

(x,sing -+ x, sin2¢ + .. .) = W(O) (x,, Xq ...)+ , .

loe]

+ N WP (x, x, ...) cos kg,

k::l
. OO
. . 251 N .
(x, slno -} x,8in20 4+, ..) = 3(5)4.1 (x; Xy ...) sinko,

Ce ééveloppement a. 6té employé par Gyldén pour le calcul des
«coefficients Ji (x,, XQ, ...) du développement (10) dans un cas spe01a1
des arguments x,, . [18,.b, p. 98, 99].

Le po_lynome

[%] WE (g, gy oey X, 0n2)

—1) - -
( ) ©2.1.2...r -
. : 4
représente la somme
r T . n ] n
. x! X2 X, "
1 N\ ﬁ ! 2 LECINY * .
- 2._{} "'} "'N_kj’ Dy g eeny By, eee 1,20 .0y 1,201 1'2"'nni ’
Mny=0 'n, =0 *
ol ‘ ‘
n=r—on,—...—0pn—... ot N_y5 0.0y,

’ I\ . . ; .
sont des nombres entiers généralisant les nombres de Cauchy auxquels

ils se réduisent pour m == 2. - ,
Pour les fouctions J (x,, x,, ..., Xm, ...) On obtient ensuite le qua-

triéme développement
(16) Jk (Xp Koy evey Xm, "'):

1, . n,

\ \‘ x X5 b o
= —k, By, eeer Bply ees 21‘111.2.“111 21121‘2..‘112 2nm1.2”.vnm

nl_O n,
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- Les formules (11), (12), (15) et (16) servent & calenler les fon-
ctions Ji (x,, X,,...) avec Lapproximation quelconque et donnent le
moyen de déterminer les coefficients Ay et By des développe-
ments (5) et (7). '

Je considére ensuite la fonetion Je (%, X, ..., X,) pour toute la
valeur (non entiére) de l'indice k en la déterminant comme l'intégrale

@) 27‘:1]6 3 (t—-—) +~ (t”—§)+ =3 ~(t ) —k—1‘ at, .

ou C est le chemin curviligne d’intégration dans le domaine complexe

de la variable t,
Pour n =1 lintégrale (17) est donnée par Schlafli') et So-
nine [569, p. 12]. :
On peut la transformer de telle maniére, que le chemin d'intégra-
tion soit 'réel.| On obtient ainsi, par exemple, I'intégrale

ks

: 1 ' . . .
i (x, Xy oen, X)) = = J. cos (kv—x, sinv —x, sin2v — .. . —xysin nv) dv
0 ‘ ’
) fo's}
__sin kn J'e—x,shu-{-k,sh.?u———\“'—H—l)nxnshnu—ku du, .
T
0
ol i

| shu.— e——ze ot la partig reelle = R [(—1)"x.] <0,

indiquée dans le cas n =1 par Schlafli et jpour k entier se: réduisant.

4 l'intégrale (1) de Schlémilch—Weierstrass—Appell '
De l'intégrale (17) je déduis "aussi une mnouvelle expression de la

fonction Jy (x,, x5, ..., Xu, ...) sous forme d’intégrale pour la valeur
‘entiére de k ’ - ' T
T . .
1 i - . . :
— J gl (M1 o8 TN 08I 605 (x, 810 2V — X, sin 4v + ... + kv)dv,
1k
0

dans le cas m =1 donnée par Hansen [20, 4, p. 105].
Le choix convenable du chemin curviligne d'intégration permet

d’obtenir de (17) toutes les 2n solutions linéairement indépendantes.

I®(x, Xy ), m=0, 1, ..., 20—1, du systéme des équations (8) et (9)

1) D’aprés Vindication de Graf [17, p. 136]. -
. On peut considérer cette intégrale comme le eas de limite delintégrale hypergéomé~
trique (3, a, f].

K i
ST SR
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pour lesquelles je considére le groupe de substitutions linéaires que subis-
sent ces inteégrales, quand la variable x, fait un tour du point singu-
lier x, =0, j'établis le théoréme de Fuchs et j'indique les développe-
ments en séries analogues aux développements (11) et (12), ainsi que la
formule d’addition ©o=

(§%)) Je (X, + ¥, Xt ¥y oo Xn+yu)= ’

:ZJD (Xu Xgy ooy Xﬂ) Jl(:i)p(yu Yas c ooy yﬂ)’

p=—0co

IXH! < !ynl ’

et conduit 4 la généralisation de la fonction connue Yy (x) de C. Neu-
mann pour le cas de plusieurs variables

) -1
€os kan(xla X9y e eo xn)—‘]_k (X, —Xgy v ey (— " %)

sin kx

Y (x4, R ES

J’indique ensuite quelques généralisations pour le cas des fonctions '
Ju(x Xy ...) des séries de Lommel [41, p. 21}, de C. Neumann
[43, p. 89), de Schlémilch [56, b, p. 155], de Kapteyn [29, p. 103}
et de Niels Nielsen [44, ¢, p. 261—351], procédant suivant les
fonctions Ji (x), ou J(kx), ou Ju(kx), k=0, 1, 2..., ainsi que suivant les
produits de ces fon.ctions, et j'établis entre a.u'qres la. formule )

A

(18) —;—ngk (2x,cosa, 2x,cos2a, ..., 2xy, éosmoc, o)da=
1 0 . ' .
=[J Xy Xy ooy Xm, - )

et le développement .

T (px,, P +- ) =PIk (X, X, .. )+

) f -
k+1V‘E_x‘(p‘_?>’—x2(p2 PZ) :]

B +P N > Jega (x, X,, )+
, ' 1y . 1 - ) o
+pk+2vn[—X1?<pf.;)2;:‘X;<p2—52>, J Jk‘FQ(Xn Xas ce) s

pour le cas d’'une variable dus 4 C. Neumann [43, p. 70] et 4 Bes-
sel [6, p. 35].

La partie finale du  travail présent. comprend les apphca.tlons des
fonctions de Bessel généralisées aux certains problémes de mécanique.



Lies formules (2) et (11), ou (12), ou (1%8), ou (16) donnent immé-
diatement le développement de 1'équation du centre v—{ suivant les
sinus des multiples de I'anomalie moyenne I, avec les coefficients sous
forme des séries infinies suivant les puissances de l'excentricité e, qui
se Pencontre chez Laplace [35, a, p. 200] et qui constitue la base
pour le développement de la fonction perturbatrice chez lLieverrier
{37, p. 198—204]. Des formules (2), (12) et (18) s'obtient aussi l'autre
représentation de ces coefficients, donnée par Hansen [20, b, p. 276],
et de l'expression sous forme d’intégrale (17) — leur représentation
approchée asymptotique pour les termes de la série (2) trés ‘éloignés
(formule de Carlini—Jacobi [10]).

Comme exemple de I'application des fonctions de Bessel géné-
ralisées, jindique encore l'équation du pendule simple, I'équation de la
théorie de la flexion des tiges produite par des efforts longitudinaux,
'équation dlﬁ'erentlelle

d*x ,
dtq_a‘z+axﬁ—ra3x3+...

qui se rencontre dans la théorie des petites oscillations du systéme avec

un degré de liberté {24, ¢, d] et dans plusieurs nouvelles recherches sur
la mécanique céleste [39, 18, b, p. 7, 21], et I’équation différentielle des
petites oscillations dans un milieu dont la résistance est proportionnelle
_au carré de la vitesse. )

Japplique ensuite les fonctions de Bessel généralisées aux

développements de la fonction perturbatrice en séries trigonométriques
doubles suivant les sinus et cosinus des anomalies vraies des planétes
troublée et troublant, en établissant pour le passage de ces dévelop-
pements aux développements en séries trigonométriques en fonction
des anomalies moyennes de ces planétes la formule, analogue & la
formule de Cauchy [l1, c] pour le passage des amomalies excentriques
aux anomalies moyenunes. L'idée de la possibilité de trouver une telle
formule se rencontre chez Poincaré [49, b, p. 48]

Le développement de la fonction perturbatrice en série trigono-
métrique en fonction des anomalies vraies des deux planétes joue un

rble important dans la théorie des perturbations de petites planétes.

de Gyldén qui prend pour la variable indépendante non pas I’anoma-
lie moyenne, comme le fait Le/verrler, et non plus I'anomalie ‘excen-

trique, comme Hansen, mais 'anomalie vraie de la planéte troublée - .

[18, b, p. 429; 49, b, p. 47]. L’application des fonctidns de Bessel géné-
ralisées permet d’établir pour les coefficients de ce développement la
formule, analogue & la formule de Hansen [20, ¢, p. 169, 180] pour
les coefficients du développement de la fonction perturbatrice en fonction
de lanomalie excentrique de planéte troublée (formule, basée sur l'appli-
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cation des fonctions de Bessel ordinaires). IL’absence d'une telle for-
mule dans la méthode de Gyldén est indiguée par Poincaré {49, b,
p. 48]
Je considére enfin les developpements

—+Co ‘ +00
3 It Gl 1 5; ter
F— chq’ ol (@v+qv)y _ }-.-A-mm":? (m% + mgg")
9, q' =—co m, m’ =—00
L
ou v, v' et {, ¢’ sont liés entre elles par le systeme des équations de
Kepler généralisées -

’ . ' .
—e, sinv— e, sin 2v—...— @y sinv' — ey sin 2v/ — ... =

-

(19)

T
o>

’ . ! .
| vV/—e¢,sinv —¢g, sin 2v—... —¢ sinv/ —ez 8in 2v' — ... =

Si ¢ et ¢’ sont les fonctions  linéaires d'une nouvelle variable t,
ces développements déterminent les fonctions dites conditionnellement
périodiques de t, qui se rencontrent dans les solutions de plus1eurs
problémes de mécanique [Staud el

Les coefficients Ann s'expriment en C,y par des quadratures
{60, p. 307, 322; 12, b, p. 106; 24, e, p. 204, 205] que je développe en
séries multiples de produifs -des fonctions de Bessel généralisées,
contepant comme cas partmuhers la plupart des developpements pré-
cédents. »

Comine 'le plus ®imple exemple eclalrmssant Papplication des for-
mules obtenues, je considére le probléme classique de petites oscillations
du pendule sphérique dans le voisinage de 1a position la plus basse
d’équilibre.
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