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O IBMKEHHH THKeJOi TOYKH MO BHHTOBON JIMHUH
Ha WIEPOXOBATOH MOBEPXHOCTH '
(K Teopum cnmpajibHOrO cemapatopa)
Tlpoh. M. H. Axumos
Mouvement d'un point pesant sur une hélice située sur une
surface dépolie
Prof. M. I. Akimoff

§ 9. OcobeHHble CAy4an YCTOAYMBOCTH YCTAHOBHBLIErOCA ABHIKEHUA THMKe-
JOA TOYKH MO wepoxoBatod BUHTOBOA mosepxHocTtd (15). OauH KopeHb
XapaKTepucTd4eckoro ypasHeHus (33) uau (36) paseH HydI0, OCTajabHbie
KOpPHH OTPHUATAbHbLI HAH C OTPHUATIbHBIMH BEWECTBEHHLIMH YACTAMM,

Toraa
D=0, (44)
T. € '
f?) =0. (44)
Cucrema (29) nependiiercs CJAeAYIOLWIUM 006pa3oM
ds
=0,
ST S
T 1 T 7] == ]
7 0 29)
dq’ fiz.)' ,
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dt S
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1 Okonuanse. CM. 3anuckn Jlemunrpagckoro [opHoro Wuerutyta 1. X, smm. 1 (1926),
c1p. 1—21.
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CnenoBaTte/bHO, HMeeM JAHHEHHBIH HHTerpaa cucteMsl (29,)
2)

H=n + (2)| s (45)
?Il
KOTOpH#, corsacHo JlanyuoBy ! (cTp. 89), npuHHMaeM 3a HEH3BECTHYIO QYHK-

uupo BMecto v'. Toraa
2’

n=u— Gk (46)
?Il
n cucreMa (27) npuBOANTCA K ClenynOLIeH
-—E'=0,
@@ OO o f(l)' A
St b e E i u b AOHAY =0, @)
rll vIY T” T“
d
FHP RO+ =0,
rae

fal0= L (F B FO v FO a2 & - 2F)) b +2F0 ¥ ),
fO= L [FO et PO a4 FO -

rre POrary 'P"PI‘P'

3 (FO e FO et FO e FO bt FO' pomf pFO v
(1)“ 1!
~+6F et E'q]

3HaYeHHs NPOH3BOAHHX GepyTcs NpuH r=ry, r'=0, ¢ =« F®, i=1, 2,
03HauaT Jeeble yacTH ypaBHewuil (20) u (21) nocae pas3feseHHss HX COOT-
BETCTBEHHO Ha A? u r?A? p cjaenyeT 3aMEHHTb % uepe3 #, NOJb3YACh PaBeH-

ctBoM (46).
BLIYHCAUM 3HAY€HHS INPOU3BOAHBLIX F(2>(”) Fﬁ)l(:;,t"') npu r=r,, r'=0,
¢’ = 0.
IlpunuMas Bo BHMMaHue paBeHCTBa (22) M (24), HMeeMm
(PI
' v d (/1 1 (r24a?) q,'2+ af (Nr'¢
F(Z) ——-kNO ,2 Ir—fg ——kNo d? <— — vz )‘:T—‘;a
¢'=w, ?'=0
1 re 2 ! r ) ’ 3 9 2Y on’ 1 ] , \
= kN, ‘___;2_ ( “|‘a)‘Pv+af r __}__174_ (r’ta )‘Pv"}"af (nr [(r2+a2)(p 2__I
] 4 ! 2 2 2 ! ! !
+af (r)r(?]_ (r +a)‘£}3+af(r)r L:ro
r’:O
p'=uwy
—_—kNol 3[(r2+a2)cp —|—af r)r]{[l_jl_f/g(r)]ru_{_af/(r)r }__l_i‘zg)_rr:rn =0
r'=0

1Jlanynos. O6was 3agava o6 ycrofuuBocTH ABHxcEHHH. XapbkoB, 1892.
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¢
F<2)(”) kN, __"P_2_<d2_7> =0
=V T Ny /o =0
' =w,
[Toxo6HnM e o6pa3oM, NpHHEMas BO BHuManue (22), (24) wu (44),
HMeeM

f 2 Tt
2 df1 1 (P4 +af (r'y
Fo, =FENo 15 [ v3 v
r=ro
r'=0
§'=w,

1 a0t Larnry

v? v

=kN0 -

y 74 r2 19 77 ! en!
o LOLOI e 2SO 24 a9 g™ +af () ') —

1 2 '
5 @re" 4 af" (N r'y’) =0,
r=7,
r'=0
o' =uw,
2 2
Tak Kak 3fecb uJeHH ¢ r¢” (r’- a?) ¢’ yHHuTOXKAaIOTCH, a OCTaJAbHHE COZep-
x)aT r’ MHOXHTEJEeM.
Hetpyzno y6eauTbCs, 4TO InpH r=r,, r =0, ¢'=w, npoussogHas
Jw60ro mopgaxa

[ 1 d'N (6)]
Fw,)};;,'")_ v T F&™, ecnn F2" =0, j=2,3,...,m—1,

F$}j;”>=o, ecan [>2 uan m=1.

CoraacHo JlanyHoBy (UHTHDOBaHHOe cOYMHeHue, cTp. 105) Ha ocHoBa-
HUM TepBBIX ABYX YpaBHeHHH cHCTeMHl (27;) HaZO COCTAaBHTb CJAEAYIOLIHE

¢=0,
@' (2 ' (2 1y 1)’
D A A
r e 1 ! . ' 1 1) _
;(1)' f(‘;)' E+ f(l)' EI+ f?x)' u+f; +f; +...—0, (47)
rll (Pll 7_” 7‘”

onpexeautTh oTciofa ! sxayenus ¢ u E (yepe3 u) M MOACTABUTL UX B TPETbE
ypaBHenne cHcTeMH (27;), Torza ato nocsaenHee GymueT
2

(2) ’
Gt 1aF E+123<Fr EB+TFm' 52”>+

v (2)1\! ’ v
+1234<Fﬂ Hop o PR B T L E 'z>+
rie BMecTO 7 TOACTaBJEHO €ro 3HAUEHHE U3 (46), a pmecTo £ ero 3Hauenue

B BHAe pAAa
f(l)' 2)'

S=au+ aur+ 0= — P (2)' ;(1)' (2)' <o,

r

1 2)" 1 2
() ( f“ “ = C ecTb KO3QUIHEHT XapaKTepPHCTHYECKOro YpaBHeHHA (33) uau

(36), Koropun B paccmanuBaeMOM cayyae ABHIKEHHs1 6OJbINE HYJA.



noayuatouerocs u3 (47), 3aHayeHds NPOU3BOAHBIX Oepyrcs mpH r=-ry, r =0,

¢ =wp Ffr)?, FRV, F@L,. B cayyanx, OTMEYeHHbIX BLlUle, OTIHYAIOTCA
2|Y lll‘ 2‘!
Ka¥Jas TOIbKO MHOXHTeleM COOTBETCTBEHHO oT Fo)'  F&'' F®

Corsacuo JIanynosy (uaTupoBannoe coiutenue, crp. 103), ecmn F&'' 4 0,
TO YCTAaHOBMBUWIERCA JIBMKCHHE THAMEJIOX TOYKH N0 BHHTOBOM Juanu (1)
HAa IepOX0BaTO# BHHTOBOH# mnoBepxHOCTH (15) B paccmarpuBaemoMm cayuae
(koraa oAHH KOpeHb XapaKTepHCTHYECKOTO YPABHEHHA paBeH HYJIO, a OCTa/db-
Hble KODHH OTPHUATRJbHLL HIH C OTPANATENbHLIMH BeUECTBEHHBIMH 4acTAMH),

HEeyCTOHYHUBO. ,
2II 2Yll tre
Ecau F? =,0’ to npu F2" >0 (F? 'a3<0) nsuxenne HEeyCTOH-
Y4uBO, a NpH F‘fr),, < 0 gBUKeHHEe YCTOHYHBO.
Ecann

e

F(Z)' "= F(2)

r rrr

=0,

TO AJA9 YCTOHYMBOCTH ABH)XEHHS HeOOXOAHMO F;?”: 0.
Torma aBHKeHHe HEyCTOHYMBO, ecCJ/aH F(},>">0 M YCTOHYHBO, eCJH
F' <0, u 1. &
B cayuae ! _
F =D =P = FY = =0

CYleCTBYeT HEeNpPEepHBHBLIA pAL YyCTAHOBUBIUMXCA JIBHXKEHHHE MO BHHTOBBIM
JIMHAAM, K KOTODBHIM NMPHHANJNEKHUT PacCMATDHBAEMOe ABHXEHUE, U BCE TaKHe
ABHXEHHUs, JAOCTATOYHO O/H3KHE K pacCMaTpPpHBaeMoMy, YCTOWUMBH. DTOT
cayuait umeer mecto, korga F?' =0 TomamecTsenHo, 1. e. R=0 TomzmecT-
BEHHO, CJIeJI0BaTe/JbHO YCTAaHOBHBUIEECH [BMXEHHE NPOHCXOAUT HA MOBEpX-
HOCTH 2

z=ayg+fi (), fi <r>=fr\/(%i,2——1) 1) ar.

[Moayuenubifi peaysbrar AONYCKAeT CJACAYIOIIEE reoMeTPHYECKOe TO-
KOBaHHe.
B nnockocru 8 (2, R) nposeaem kpusylo, *
z=fi (),
kacapomyiocs B Touke M [ry, f(ro)] xpuBO#

z=f(r),

npouspoasuell BUHTOBOK moeepxHocTH (15).

1 Ycaosnsn (nty
t 2)11 . (2) n—. _
FE.Z)=F,(.2) —F,,n-—l =0
PAaBHOCH/IBHBI CJAELY IOUIHM ( "
2 e ) n=l_
FO = =0T =0
H TOrjaa
@2

2y __
Fi =gy
?ll
2 Cw. kouey § 8.
8 Cum. puc. 1, 3anuckn JITH, 1. X, Bun. 1 (1936).
4 Jra xpmsan Buivepyena B. A. EryHoBuiM.



Torza sepaBencTBo® D>0, 1. e. $>0, papHOCHABHO CJAenyiomeMy
[ () > 1" (ro).
7 (ro))=£" (r),

T0 Il YCTOHYHBOCTH JBHIKEHHS HEOOXOAHMO

F (r) =/ (r0).

JBHK€HHE YCTOHUHBO, €CJH
S (r) > £ (ro),
f (ro) < f1V (o).

Ecan

¥ HeyCTOWYHBO, €CJH

Boobe, ecan

f (fo) = fl (rO)p
J(ro) =1i'(ro),
o) =A"(ro),

TO, 4yTO6H YyCTOMYHBOCTH Oblla BO3MOAKHA, MEpBBIE M3 COOTBETCTBEHHO
HepaBHHIX NPOHM3BOJHHIX JOJKHB OHITb 4eTHoro mnopsaka (2/). Jlpuxenue
YCTOAUYHBO, €C/H
2 -
Fr0) > £10(ro), P vty
/ ) 2=f(r)
H HeyCcTOHYHBO, €CJH /

T (ro) < f1Nro).

Taxkum o6pasonm,
yCaA0BUE YCTOHUYMBOCTH
paccMaTpHBaEeMOro JABH-
X EeHUs Ha TNOBEPXHOCTH

z=ag+f(r) (1)

COCTOHT B TOM, HYTOOH
Mex1y KpHBBHIMH (CM, Puc. 2.

pHc. 2)
z=fi(r) (48)
z=f(r) (49)

B Touke M [rq, f(fo)] MMeNO MeCTO COnpUKAaCaHHe HEYETHOTO NMopsaaxa (YTo6H
KPHBbIE CONPHKACAfACh He NepeceKalnch) W UTO6H TOUKH KpuBOH (49), 6.u3-
ke Kk M (T. e. X TOuUKe KacaHusi)), Jexaad Bblle COOTBETCTBYOUIHMX (aaH-
HOMY r) TOuYeK KpHBO# (48).
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2)!
@
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§ 10. JBa KopHsa XapaxTepucTH4Yeckoro ypasHeHHs (33) uau (36) uucro
MHHMble, TPeTHA KOpeHb OTpHUATENAbHbIR

B atoM cayuae
BC—AD=0

sl—\/ lm S-)——\/ 1m7

@' )
_82—_52._ 2 - D__ fr f‘°l .
eSS E =T
rl wll
1 @' @' (1)
_ C _ f,,- f?u _frr fq,r
=a = N @)
A f:-ll 'f( I)l
®
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o B__ T
SB It A (l)l -
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2y )
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- = 1 @ BT (1)
C f( ) f( ')' f( ') f( ')
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Mu nMeeM [§ 8, paBencrsa (30)] pewreHus CHCTEMHl JAHHEHHBIX ypaBHe-
Huft mepsoro npubamxeHus (28) uaum (29).

E = Cle'lt ‘+‘ Czes’t + Cses't ,
E' = Clsleslt—‘l— CgSges’t—l— CgSaeo't s (301)
W = CiA,ev 4 C A e + CyAqe5%,
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OTKYy A4
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T Ax Ay
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S1 S2 S
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T. e
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1 Ag As
rie
111
C1,=C1 81 S2 S3
AL A A,
MMogo6ubIM ke o6pa3om u3 ToH xe cucteMms (30() umeeMm
E11 |
Czl= 4 S1 83 e
1 A A;
[TosnoXHUM
\/_ £E11
X—y—1y= E',sz S3 |,
1 A; As
o t11
x+v—1y=1I§ s 83
+V—1y 5%
Torpa
1 tE 2 1 1 tE 0 1
X =5 E" S1+82 8 |, Y= E” S — 82 8 |,
in A+ A A, A — A A,
T. €
1 1 4 !
=— 5 (Ai+A) ss8— 5 [2 4s — (A - A ¥ + sy,
iy = 5 [251As—ss (Ai— A b+ - (A — A) ¥ — 517,
OTKyna
st — 2s1% + 2sg iy
8 {243 — (A1 + A43)] s — (A, — Ag) 83
= Ayt — (A — Ap) x 1 [24; — (A + Ay iy
243 — (A1 + A2)] 8y — (A3 — A3) 53
3aMeTHM |
y 2y )
St f, S
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?' @'
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! 2f
g, e

) fr" 1 7
2A3 - (A1+A2):2 00) = — 2 (2)1
' f ,,Sﬂ
£ ?
INpumem corsacHo JlanyroBy (UMTHPOBaHHOe cOuMHeHHe, cTp. 108)
X, ¥y'3a Hen3BeCTHhle (QYHKUHH B cucteme (27) Bmecro ¥, v'; Ttoraa sta
chucreMa, T. €.
(1 ) f(l)'

dt’ r 7! , ! , -
Ty ¢+ POl ¢+ f}ol)' T+ E=0,
,’.ll .r” 7”
d‘y" + 15.2)' E—*— f?.)' EI +H_0 (272)
ar £ @ —
‘F;P ¢ ‘
3 '
@ —v=0
1
rae = _f(l) (1
BE=f0+70+
o L (52)
H=f" 4 P4
npumMeT BuJI 2 P
r=—lisy+ X
dy ,
—ar =18 X + Y, (273)
ﬂ——SE—- 281x 4 2s3 iy
dt — 79 [2A3— (A1 + Ap)] 8, — (A1 — Ag) sy’

npu4yeM
X=3[240— (A + A E — 5,7,

- 53

Ve Azh g ow (53)
2i

H IJs omnpele/ieHHOCTH — is;=m<0.

[To JIanynoBy (cTtp. 109) Beo6xoammo npeo6pasoBaTtb cHCTeMY (27;),
MOJAOXHB

x=u+xl) y=v+y1’
rAe 4 K ¥ roaoMOpQHEE pEHEHHS CHCTeMH

. . 28yx 4 2syly —d_x_ .
{Saﬁ—-— 245 — (A + A2l 51— (A, — Ay) s, } dt — lsly"}‘Xp
— 2 51x 1 2 s3iy } dy . {
[335 [2A3~ "(Al +A2)] sl—(Al.__Az) S3 de = lS,x+ Y, ]
HMEHHO {
B=a,+ at ..
= byt by ..
KO3(pPHLUHEHTE KOTOPHIX d,, b, ONpenensdloTCA NOCJAeA0BATEAbHO H3 YpaB-
HeHHi
msya,, -+ is;b,, =A™

— i8,a,, + msyb, = Bm—1

1 CM. ctp. 2

2 YpasHenna (27;) HETPyAHO NMPOBepuUTh, Auddepenunpysa no ¢ obe uacTu paseHcTB (50)
H NOAB3YACh YPaBHEHHAMH (27;) H PaBEHCTBAMH (81).



rre A1 u B0 phipaxaloTca uepes a,, s, am—1, b,, bs, bm—1
H ONpeleanTeN]b /Ms; — §2 HepaBeH HYJIO.

[Mocse ykasanHoro mpeo6pasoBaHusa cHcTeMma (27;) MPUMET BHE

dx. .
'd_t1= — S51Y + X,

d ,
i =lSlxl+ Y],

dt @7

d

28144 + 254/ -
T =St oy + &,

[245— (A1 Ap)] 5y — (A — Ap) §5

rae X;, Yi, B, npexacraBasioT rosoMopoHble (GYHKUMH BeJHUHMH X, ¥y, E,
PasJOX eHUS KOTOPBIX HAYMHAIOTCA UYJeHAMM HEe HHXEe BTOPOTO MNOpAAKaA,
npuyeM

F o= X — s — g b 25 (A x1) + 283 (v + 1) du
Xi= X —isw— st 3 — (AT Al si— (A = A) s, T |
_ . 28, (2 4 x1) + 355 (04 1) dv (54)
Ni=VYtisu— {S*‘E““ 7 — (A - Ao] 5 — (A; — A9 } T

tTak 4t0 X; =0, Y;=0npu x,=0, y,=0.
Coraacuo Jlanynosy (ctp. 110) Heo6X0ZuMO BBECTH 3aTeM BMeCTO:
X; M y; HOBHE N€PEMEHHLIE p U & NDH TMOMOINH PABEHCTB

x;=pcos®, y, =psind.

Torma u3 ypaeHeHu#i (27,) nosyuuM caenyminue

%:Xl cos 9 Yysin8,

§ . .
P ‘Z—, =is;p+Y, cos®— X, sin b,
OTcroma )
dp _ pajcosd4Yysing)
dy T isip+ Yicos ¥ — Xysind

; — - §—Y. 9\2
:%(Xl cos:‘)—hsm&) {1+ X;sind choss_}_(X, sin 1 €OS >+ } (55)

isp isyp

Tpetbe us (27,) npeofpasyerca B caAeaywollee

48 _ 1 _ 20 (sq cos &} is; sin 9)
de  is {535 (243 — (A1 + A2)] 81 — (A1 — A} 5 }X

X;sind — Yy cos & X, sin$ — Yq cos $\2 X
X{H‘ S (e )+} (56)

Hago nuitatbes uckate, no Jlsnynosy (ctp. 112, 113), pewenus ypas-
nenu#t (55), (56) B BHAe psnaOB

bt tued L) -
= 0, Wc + 1,0 - 1, O - )
rae ¢ manabli mapamerp, a u¥), u,) nepuoauyeckue ¢pyHkuuu ot .
Bepsa cnepra
p___c; ;:ul(l)cy
M3 ypaBHeHHda (56) HaxoauMm
du, ~Sa, 2 (84 cos &} isy sin §) (58)
a3 s isy {[2 A3 -~ (A1+A0)] 81 — (A1—Ag) 5. '



WMuwem yacTHOe pelleHHe MOCJEIHErO VpPaBHEHHA B BHAE
0,0 = A cos ¥4 B sind.

Haxonum o
[
A=0 B=g -G TFals—G =45
" 2i sln &
isinv-¢ 14
b= [24; — (A + Ad)] 51 — (A — 43) 53 (£9)

3arem B ypasHeHus (55) u (56) moacram/seM

= ¢} u@c?

E=n,M¢ + n,@c?

4 paccMaTtpuBaeM uJjeHbl ¢ ¢ Jlerko upoBeputb, 4To GyHkuua u® u, cie-
noBatenbHo, ¢yakuus u,® oxaxyTca Bcerxa mnepnoguyeckumu (cp. Jlamy-
HOB, cTpP. 116), Tak kak ¢ynxuua u® mnoayyaetcd B peay/braTe HHTETPHPO-
3aHUA 0 ¥ OXHOPOAHOI'O MHOrOYJEHa TpeTheH CTEMEeHH OTHOCHTEeJAbHO Sin &
4 cos ¥, a ¢pyHxuna u,Y— kax yacTHOE pelleHHe YPaBHEHHH AHAJOTHYHOTO
'58), raie cBoGOAHBIA UYJeH ecTh nmeprHogudeckas QyHkuus 8.

3arem mocaeq0BaTeNLHO NOJACTaB/AseM B ypaBHeHus (55) u (56)

p=c+uPc? 4 udc,

E=u®,c+4u,9c2 4 4,3

p=c+u@c4 u®c  u®et,

f=u,Wct u,®c 4 g ®ct 1 g,Wes;
p=c+udc?4-udc3 -yt 4 uGcs;
E=uOc+u,9 +u,®c 4 u@ct 4 u,® cs;

1 HieM QYHKIUH
u®, 0,®; u®, g®;, u® 5, (60)

Ecna u® (u caemosatenbno u,®) oxaxerca nepHomHyecko#t, To AIA
)elIeHHss BOMpoca o6 yCTOHYHBOCTH paccMaTPUBAEMOro YCTAaHOBHMBIIETOCH
[BHIKEHHA TsKEeJOH TOUKM MO BMHTOBOH auHuu (1) HA 1WepOXOBaTOH MoOBEPX-
toctu (15) caeayer Beumcants @, u,® wu®, npuuem u® (u caesoBaTeNbHO
n®) oxamercs NepHOAUYECKOH, H T. .

[Tycte u(™ nepsas u3 Henmepuomnueckux GyHkuui psga (60), Toraa

™M =G%+v,

ae G nocrosuHas, a v nepuoxuyeckas ¢ysxuus ot ¥ Yucao m 6yxer
eyeTHbIM, u npu G <0 paccMaTpHUBaeMOS yCTAaHOBUBIIEECA ABHIKEHHE YCTOM-
uBO, a npu G >0 neycroftyuso (JIanyuos, ctp. 114, 127).

Ecau B paae (60), kak Gbl Aa/ex0 OH HH OblA IPOLOJKEH, BCE (YHKUHU
yAyT NMepuoanvYeCcKHMH, TO yCTaHOBUBLIEeCHd JBWXEHHe YCTOHYHBO H MpH-
ANJIEKHUT K HENpPepLiBHOMY paay OJH3KHX K HeMy TNepHOAHYECKHX ABHKE
uft (Jlanynos, crp. 147).

GaMeuanue 1. OrMerdv cIefy oMUl npueM Pa3bICKAHAS 3KBUBAJAEHT-
oit (A1 peleHus paccMaTpPUBaEMOil 3a1a4d) CUCTEMBl QYHKUMA u,j=23, ..,
peACTaBIdOWUA BULOH3IMEHeHHEe PeALIAYIIero H OCHOBAHHLIA Ha NMpeABapH-
*IbHOM MPHUBEACHUH RAHHOH CHCTEMB YPaBHEHHH BO3MYUIZHHOTO ABHXKeHHA
7,) x cdcteme ypasHenult 2-ro mopsaxka (JIamyHos. ctp. 145, 146). Takoe
JUB2lEHUE OKAKEeTCA OCOOeHHO MOJEe3HBIM B CJAefylouleM mnaparpade mnpH
1CJIEL0BAHHH TPETbhEro OCOGEHHOTrOo C/Ayyas YyCTOHUH3OCTH PaCCMaTPHBAEMOrO
*TAHOBHBUIErOCHd ABHMEHU,



CocTaBHB ypaBHeHHE C YACTHHIMM NPOHU3BOAHBIMH

{ = a5 . Al—Ar o . d
{—isiytiA— (A A E— s BT 4 s — By E —is B S =

y
—s.t 2sx —+ 285y
— (245 — (A1 + A3)] 51 — (Ay — Ap) 83’

uimeM QopMalbHOE pelleHHe e€ro B BHAE roAoMopdHoro psaa
tE=biox+bny+ - (61)

A8 TOC/AEJ0BATEJABHOrO OnpeiaeaeEusd KOE)Q)HILHQHTOB KOTOpPOro MnoOAy4YH M
ypaBHEHHE

[—isiy+yRA—(A+AaNE—sHfot . 4lisc—tigtes_

. _ _ 25, + 25519
—isfbut  =sibortsboyt 28— A+ Al 51 — i — A s,
[TepbBbie 1Ba KO3(QULUUEHTA ONMPEAEATCH M3 TAKOH CHCTEMB

, _ _ 2s3¢
— 81 bw=Ssbo — pA =@ T A, — (A = Ay s
. . . 25‘1
1600 = 83610 4 (A F AN 5 — A= Awen
¥ DaBHBI bjo =0,
2i

bar= .
™" 245 — (A, + A)] s1— (A, — A2) 85
BBoAA ONATh BMeCTO X, y NepeMeHHble p, % Npu MOMOLIH PaBEHCTB
x=pcosd y=psin?3,

noactasasfem (61) 8 ypaBHenue (55) m passiaraeMm npaeylo 4acTb €ro mo cre-
nedaM p. 3aTeM MbiTaeMCs, KaK paHble, HCKATb pPelleHHe MOCJAeLHEero ypas-

HEHHs B BHAE pAla
p=ct+ucttusct+

KO3(UUMEHTE KOTOPOTO ONPENeJsT SKBUBAJEHTHYIO TNpPeXHeH CHCTeMy
Pyuxumi u;, j=2, 3. , oT 9,

3ameyauue 2. 1 onpexenenusa noctoauHoit G, oT 3HAKA KOTOPOH,
KOTjJa OHa CYINEeCTBYeT, 3aBUCHT YCTOHYUBOCTD PAaCCMATPHBAEMOro yCTAHOBHUB-
HIerocs JBMIKEHMHA, MOXHO TPAKTOBATHL HEMOCPEACTBEHHO YypaBHenus (27,),
npumenss AAd pemendss ux meton Lindstedt’al! (JIamynos, cTp. 123 —125).

Bsoas B ypaBHenHs (27;) BMeCTO [ HOBOE He3aBHCHMMOE MeDEMeHHOoe <
TpH MOMOILK PaBEHCTBA

- 2r (f—- to)
[— —T »
rie 2n
T:i—&(l-{—hzcz—{—haci‘-i— )
¢ MaJblfl mapameTp H Ry, /A, HeomnpeneneHHbe KO3(PHLUMEHTH, CcTapaeMc

pacnopaauThcs 3THMHM Ko3dHIHEHTaMH Tak, YTOOB NpeoOpPa3OBAHHBLIM ypaB-
HEHHUAM YIOBJACTBODAIM DAL

x=uxWc -} xDc? - x|
y :y(l)c +y(2) c? +y(3)C3 +
I E(l)c_|_5(2) 52_{,. EG) o8 +

TAEe xm, ym) Em® peppoguueckde GYHKIHH OT T C OGLIMM NMEPHOAOM 2.

1 Mémolres de I'Académie des sciences de St.-Pétersbourg, 7 série, tome 31, Ne 4,
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Jlerko HaxoaHMM CcIepBa

x) = cos,
y = sinr,
E(l) 2isin=

T RA— (A T+ A 51— (A —A) s
[peAno/sioKuM 3aTEM, YTO BEHIYHCJIEHB BCe PYHKIHH
X)) ) Ee),

= 1) 2; m— 1;
| HOCTOsIHALIE A, v=12, 3, m-—2, ana onpejeneHuss Qymkumi xm,
™ HMeeM ypaBHEHHUSA
d x(m) .
7. =Y — hpysinc X0,

62
g{(m) = x4 By cost | YO, (62)

ae X Yt y3pecTHHE LeJble palHOHAAbHbIE QYHKIMH OT HalZeHHBIX XM,
) £, mpeicTaBAsIOLHeCH B BHAE KOHEYHHIX TPHUIOHOMETPHYECKHX PHALOB

Xm =A™ cost -+ A,™sint 4 . , 63
Ym = B,(™cos 4 B, sint-}- . (63)
HMwewm pewenuss ypasuenudt (62) B Buue
xt") =g, cost - a,sint 4
Y™ ==b, cost-} by sint 4 (64)

Jasi onpeaeaeHuss MOCTOAHHBLIX @y, Ay, by, by, Hm_1 TMOAyYHM ypaBHeHUSR
a; + b1 = Al(m), — Qg + b2 + hm—l =A3(m),
-_ az b bl = Bg(m), —ay + bz -_ }lm_l = Bl(m) .

OTH ypaBHeHHs, a CJeJOBaTeJbHO U pelleHHA (64), BO3MOXHH JHUb
[PH BHIMOJHEHHH YCJOBHA

A+ B,ow =0,
[NocToauuue a;, b; onpenenaTcs u3 N06GaBOYHHIX YCJAOBHI

xtm =0, ym =0
ipn t=0.
IMycts x(™), y™ nepBhie M3 HemepHoAHUeCKHX (PYHKUHA paxa
XD, Y@ x@ y®; xB, y . 1O @),
Yucao m A0MKHO OBITb HEYETHHIM H

sz (65)

O6pamasicb noc/ne NpHBeJeHHbLIX 3aMEYaHHH K Oonpeje/eHHIO OJHHM H3
/Ka3aHHBIX NPHEMOB OO6IIEro BhpaXceHud AJAA NOCTOAHHOA G B cayuae pac-
‘MaTpPHBaeMOro YCTaHOBHMBIIErocsi ABHIKEHHS THAXKeJOH TOYKH 1O BHHTOBOH
THHHH

r=ry 2—2,=a% 1)

ia 1WepOX0BaTOH NOBEPXHOCTH

z=ap+f(n), (15)

103KHO. A1 3TOH IeJH OCTAHOBHTbCH, HanpuMep, Ha ¢opmyae (65).



Mbl ycTaHOBHM, YTO NOCTOAHHAs (G B HauleM CJayyae BhIpaXaeTcs cae-
Ayiomum 06pasom
G =Gp f™(re) + Vi (66)

rjpe m paccMaTpuBaeMmMoe BpIlIe HeUYeTHOE HHCJIO, Gm H3BEeCTHAdA, Heépasnas

Hyslo TOCTOAHHAA, a V, onpexeseHHas QYHKUUA OT NDPOHU3BOIHBIX fH(ry),
p=1, 2, , m, mopaAKa HHKe m -1, 3HaueHHeM KOTODOH B HaCTOAIWHA

MOMEHT MBI GJ/IHKe HHTEPEeCcOoBaThCA He OyaeM.
M3 puipaxenus (66) caenyer, 4TO I/ HAMMEHbILEro 3HaYeHHd m =3,
CMOTp# MO BeJHMYHHe mnpou3BoaHOH fW(ry), BO3MOxeH a060R H3 cayvaes

<0,
G = GsfO(r)) + Vs { >0,

Ecaun ke 3uaueHus MNpPouU3BOAHEIX fO+U(ry), v=3, 5, e, m—2,
TAKOBBl, 4TO IJfA KaXDOH M3 HHX COOTBETCTBYHOUlee 3HAYEHHE MOCTOSHHOMR

G = Gvf(v-'_l)(ro) + Vv

o6palaeTca B HyJb, TO, CMOTPA MO BeJuyuHe f™+(r)), MOXET UMETb MeCTO
Jo60H H3 cayyaes ’

< 0)
G=Gpf"tV(r)+ Vp { >0,
=0.

Mpu 6amkaiiieM pacCMOTPEHHH NOCAEAOBATEAbHBIX UYJEHOB PA3J0XKeHHH
E =704 f,04 .
H =f2°2) +f3(2)+ .

HeTpyAHO yGenutbes, uTo Qynxuua fe*+D(ry) nospasercs Bnepsue B Ko3hH-
1MeHTaxX WYJEHOB Mm-r0 HM3MEpEeHHA OTHOCHTE/JIbHO Ma/JblXx Beauuud & &, v/,
TNPHTOM JIMIUb CACAYOWAX ABYX H3 HHX (Cp. cTp. 2)

(m) gm

(¢Y) —_—
Fn 13—
o™ __ "

¥ 1.2. m

H COOTBETCTBEHHO B TAKHWX BHIPaXXCHUAX

g fm+ (ro) 3
Ag? 1.2. . m

agf (ro) fmth) (rp) g™
T At a?) 1.2, . m

CnenoBaTesfibHO, B COCTaB YJEHOB /7-TO U3MEPEHHUS OTHOCHTEJAbHO MAJHIX
BeJuuHH §, X, y pasnoxeHuft mas X B Y byuxuusa f*D(ry) BXOXUT MHOXKH-
T€JeM COOTBETCTBEHHO TAKHX BBIPAXEHHH

Em

1 g agf(r) | &
{5 [2A3—(A1 +A2)] A?+SB Ao’ (roz_*_aﬁ)]].z . .m

_A—4d g | .. _agfi(r) g™
7 Ao2 1A02\r02+a’) 1.2, m'

3amenss sgech £ yepes

)

2isinz

= [245 — (A1 + A2)] 81 — (A} — Ap) 85 =Asin-x
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M paanaras sin™t B paid MO CHHYCaM KPATHHIX T, yO€xJaeMmcs, YTO NPOH3BOA-
Hast fen+)(ry) B mocrosiuayo A;™ BOBCe He BXOJMT, @ B HOCTOsHHYIO By™
PXOIMT MHOXHTEJNEM IpH

1 { Ai—Ay g +i51 agf(ro) } Am

e | 7 A2 2 (12 2 - 3

is 20 A B (re?+ a?) (1,2 . %) (m—+1) 2m2

W3 nocsaenHero BLlpa)K€HHs, B CHIAY PaBeHCTB

So(D's
A, —Az=—27?,<—o3—’
) a 4
o = e e 2 (),

L 28 1" (ro)
fvl(l) Uy . \/1 02 I a2)
caenyeT, YTO NOCTOAHHAA Gm paBHa

ag Am

T it a) (12, 25 et 1

U, CNef0BaTeJbHO, CYLECTBEHHO OTpUuaTeJbHa, Tak kak A >0.
Ecan cymectsyer Takas @yHkius f(r), nocienobatejbHble IPOH3BOJAHLIE
KOTOPOH yJOBJETBOPSIIOT PaBEHCTBY

Gmf(m+1) (ro) + Vm =0

NpH BCAKOM HedeTHOM m, HAuHHAafA ¢ m =3, To U3 paccyxiaerufi JlsnyHosa
(ctp. 147) caeayert, 4TO paccMaTpHBaeMoe yCTaHOBMBLIEeCS JIBHXeHHMe,
HMeollee MeCTO Ha COOTBETCTBYMoWEeH noBepxHocTH (15), koraa cobamoaaercs
ycaosue (17) u nepasenctBo (41) ofpamaetcss B PaBEHCTBO, YCTOHYHBO H
NPHHALJEIKHT K HENPEPHBHOMY pARY OJU3KUX ABHIKEHHH C NEpPHOAHYECKH
MEHAIOIWHUMHCA B 3aBHCHMOCTH OT BpeMeHd 7, ' U ¢

Ho Bonpoc o cymecTBoBaHHHM (yHKIMH, YAOBJAETBOPAIOIIEH NOCTABJICH-
HEIM YCJIOBHfIM, OCTaeTCs OTKPHITHIM, NMOKAa He yCTAHOBJEHA CXOAMMOCTH, IIpH
paccmMaTpHBaeMblX YCJAOBHSX, Psfa

Fr 4 T3 fr) 4 S P2 p () +

Hccnenosanne atoro BOIIpOCa, KakK K CcTofdlee B CBA3H C HHM H3BICKAE-

HHe NEepPHOAHYECKHX pelIeHHH CHCTeMHBl ypaBHeHuH (27,), BEIXOAHT M3 PaMOK
HacToswel paboTH.

§ 11. /Ipa KopHsi XapaKTepHCTHYeCKOro ypaBHeHus (33) nau (36) paBub
HyJl0, TPETRHH KOPEeHbL OTpULATEAbLHBIA

B atoMm cayuae
D=0, BC—AD=0,
oTKyHa Takxke C==0.
CucreMa (27) uan (27,) nepenuuercsa caeayioimum o6pasom

d; r_

¢ =0,

@ | FO Lt

ar + F’ ¢4 T y+E=0,

dy —
E+H—Ol



uJn euie

g £ \-
rr + 0% ¢=0,
£
d ~
-§+7%Wy+a=q (275}
Y +H=0,

rje NepeMeHHHe X W y BBeJleHB BMecTO & M 7' C NMOMOIIBI0 NOACTAHOBOK
fpr

P=x— mg (67)
. fp@
W=y — gk (68)
4

Mbu ocTanoBEMCH B jajbHefimieM JHIIL HAa TeX BapHaHTaX pacCMaTpH-
BaeMOro GCOGeHHOro C/ayuyas, Korjaa BOIpoC 06 yCTOHUMBOCTH HCC/IELYeMOTro
yCTAHOBHBIUETrOCA [BHMIKEHHs peluaercsi KOHEUHBIM YHCJIOM MNepBBX YJEHOB
B pa3/JOXEHHAX JEBHX yacTeil ypaBHeHu# (27;), Tak 4TO, eC/IM 7 O3HAyaer
IOCTATOYHO GoOJbLIOE IleJoe YHCJao, cucTema (27s) MOxeT OBITh 3aMeHeHa
Mmobol Apyro# cucreMmoi

dt Jp® " __
a —*F PO C+E=0,
dx f?l(l)' 'p-_
@ T 700y HE=0,

T
dy
f TH=0,

rae E' ronoMopdHas ¢ysxkuus ot § X, y, HAUMHAIOWANCA C YJAEHOB BHIIE
n-TO NOpAAKa.
PaccMoTpuM Toraa ypaBHeHMe C YaCTHBIMH NPOH3BOJHLIMH !

f(p'(l)' = 0k 0% f,,..(l)' [l
<f,,,(1)' y+ “) ax THg =—x+ f,.,(l)TE“‘ =

ponyckawoumee GopMalbHOE pelieHHe B BHAE roJoMOp¢HOro psaa

E = alox + amy '-l'— agoxa + auxy "‘]“ aog y2 "I'— . (69)
KOQCPHL[HQHTBI KOTOpPOTro OnpeaessamnTCca INOCJA€NOBATEAbPHO H TEPBHIE [Ba
paBHbBL

F F o' 1
aio=

For B = T

[l 4

Kosdpuuuentst ¢yHxuun E’ MOXKHO, OUeBHAHO, Noxo6paTh TaK, 4TO
rosoMoppHLl psax A8 & o6paTHTCS B MHOrO4/€H He BHINE H-Of CTeleHH
OTHOCHTEJBHO X H .

3aMensns QyHKUHMIO § 5THM MHOrOYJIEHOM B YPaBHEHHSX

dx fq)'(i)l —
@ty HE=0,

(70)
d
@+H=0,

1 Cp. § 10, 3ameuansne 1.
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30MM paccMaTpPUBaeMyio 3afauyy 00 yCTOH4HBOCTH YCTAHOBUBINErOCH Ha
HHTOBOM MOBEPXHOCTH ABYKEHHA TOYKH K MCCASTOBAHHIO CHCTEMBI ypaBHeHU
roporo nopsaaka (70). )

HccneposanneM moao6uoi cucTeMsl 3anumascd axkal. JlanyHoB B onyo-
HKOBaHHOH uyacTh cBoelt padornm ! ,HMccaegopawue OZHOTO H3 OCOOEHHBIX
nyyaeB 3agayd 06 yCTOM4UWBOCTH ABmKeHAs“. Mol NPUMEHUM NO/MydeHHbl &
M pe3y/bTaThl K pAacCMaTpUBAEMOMY CJydal TpPaKTyeumoro B HacTosuLe i
aboTe ABHMEHUA.

[pexae Bcero, coryiacHo JIanyHoBy (UUTHPOBAHHOE COUMHEHHUE, cTp. 283—
85), HEOGXOAUMO MOABEPIHYTb CHCTeMy (70) CaepylolmieMy MPeo56pasoBaHuio.

PaccMoTpuM ypaBHeHHe

for _
£, Y +E=0,

P
Jle MOCJe BBeNEHHs MepeMeHHbiXx X, y GyHxuusa? E uMeeT BHA

E=Apx* - Ayxy+Apy? 4 Apx®+ .
Pemas 310 ypaBHeHHe OTHOCHTENbHO Yy, HAXOLHM

AN
B,y =F (x)=Bux*+ Byx* + B ="¢" By=—An,

@

[peo6pasyem satem ypasHenus (70), BBOAsS BMeCTO y HOBO®@ IIEDEMEHHOE
'ty IpA NMOMOLIHK MOACTAHOBKH
Biy=F(x)+y, (71)

‘OrZa 3TH YPaBHEHHA NPHMYT BHI

d ]
7':+y1+51=0.

dy
—d_tl_i_Hl =0’

‘ne, kak padbuwe,® &, H,, rorovopdane dyuxkuun HEPEMEHHHIX X, ynnﬂe
‘04epKauige B CBOUX Pa3/IOKEHHAX 4YJed0B HMKe BTOPOrO HOPFEK& pu
)TOM GQyHKUHS B, genaercs Tenepb dysaem npu y, =0, a ¢yaxnus H, nmeer

IUA
Hi=¢xX)+9x)n+
p(X)=a,x* 4-a, x4+ .
10ay4aeTcA Kak peayabTar 3aMensl B, y pynkuuei F(x) B BHPAKEHHH BH, a
b (xX)=byxP + b, xPH1 4,

¢aK pe3yabTaT TOH jKe 3aMeHbl B BblPaKEeHHH
0= oH
ot oy
Yncaa a,, o, by, BOYAyT urpaTh B maibuefureM HCCAELOBAHHH TO Jlsamy-
10By BONpPOCAa 06 YCTOMYMBOCTH paccMaTpuBaeMoro c/ay4afd yCTaHOBHBIIEroCs

(70,)

‘ae

1 MareMartudeckuii c6opHuk, 1. 17 (1893), Boimyck 2-#, CTD. 253—-333. [lepeneuarano
8 BHIE JOMOMHMTENBHON cTaThu B kmire —A. M. Jlany o B. Ofmad3anaua 06 YCTOHIHBOCTH
rxenns OHTH, 1935. Ccoliku Ha cTpaHuls! paccmarpuaeMoi PpabOTsl JawTCA 1O 3TOMY
3TOPOMY H31aHHIO. ) 3 19

2 yuxunn 5, H ompesemsorca pasenctsawu (52), rae fm® Mm=2 3, t=nLa
MMEIOT BHI, NMPHBENEHHbIH Ha CTp. 2

3 Cp. npeAnAYIYIO CHOCKY.
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ABHKEHHA THAXENOH TOUKH Ha WIEPOXOBATOH BHHTOBOM MOBepxHOCTH pechma
3HAUMTEJNBHYIO POJb. Mbl OCTaHOBHMCH Ha HX ONpeAEJEeHHH.
O6paiasich K ONpPEJeJeHHIO TNOCTOSHHBIX @), &, 3aMeTuM, yto H umeer

a (52
pua [paBeHctBa (52)] He f® 4 foy

a f,® m=273 CHMBOJIMYECKH BBIPAXAIOTCS TaK
1 6; i 4 9 . \™ (2)
rrm (i tar g )T O,
rge . L.
otk p(2) @) (+s+k)
riort o rir

F® osnauyaer seBYK0 4YacTh ypaBHeHus (21) nocue pa3sge/ieHuss ee Ha 72 A2,
3HAUEHHsS NPOH3BOJAHLIX GepyTca npu r=r, r =0, ¢’ =, u caexyer 3ame-
uuth &, &, v MX BBHIpaXEHHAMH uepe3 X, Yy, Ha OCHOBAaBMH paBeHCTB (67),
(68), (69) u (71).

Tak kak B paccMaTpHBaeMOM OCOGEHHOM CJy4Yae ABHKEHHS YAOBJACTBO-
pswoTcA paBenctsa (24) u (44), TO A/ NPOH3BOAHBIX

Fm(n) o™
0" o'l

Q) ameroT MecTo Te ke COOTHOLIEHHS, 4TO H B § 9 (cTp. 3).

N OGpamasce K BHpa)eHHio £ B Buae paga (69), B CHAY KOTOPOro

g FpD! J o f Fol)

A AR PSS T 2 T -

N C=x— == Fo ) T 0 X gy anky

N f
,

N — apy? — (72)
M3 PAaCCMOTPEHHs YPaBHEHHA C YaCTHBIMH NPOM3BOIHBIMH JIJs (69) sak/i0daem
4TO eCaH

)
s =0,j=2,3,. m—1,

TO MOcJae NOJCTAHOBKH B (72)
By y=F(x)+n
-
yj/eH B HaUHM3IIEH CTeNeHH OTHOCHTENBHO X, He COAepxalluil y,, TaMm Gyner

_ Aoy Q™ F(?)(m) m
1.2. .m

Bcaencrsue atoro, ecau
F?"—o, j=2, 3 —
7 =W J=2, 5. m 1) (73)

TO 110CJI€ YKA3aHHBIX ITOACTAHOBOKXK YJ/E€H HauHHU3IIeHd CTeNeHH OTHOCHUTEJbHO X,
He coaepxamuil y;, B Bupaxenuu H; 6yner

a™ o™ m
1.2, .r?Bl Fr’" X
CiaenoBaTesbHO, TPH BRIMOAHEHHH Yyca0BH# (73), NOCTOAHHBIE @y M &
DaBHHI
a,™ @™
“=T3. m Dt Fpm a=m.

3anucKy [opHOro HHCTuTYTa—2 5482 17
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HanMeHblIee 3HayeHHe o €CTb 2 M TOTJa

aloz oy

a0: r'.z Bl Fr2()
Ecau xe ycaoBus (73) yLOBAETBOPSIOTCS MNPH BCSAKOM LEJOM H NOJ O-
XKUTEJbHOM j, KaK Obl BeJHKO OHO HH OHJIO, TO ©(X) TOXAECTBEHHO pAB HA
HYJIO M pacCMaTpHBaeMOe YyCTaHOBHBUIEEeCH ABHXXEHHE IIPOHUCXOLHT Ha NMOBEp X-

HOCTH .
z=acp—}—fl/(k17f—:—1> (f—:-i-l)dr
P

O6patumcs K ONpeleseHHIO NOCTOMHHEIX by u f.
Has onpeneneHHss MOCTOSHHOH by, pacCMOTPHM 4YJ€H NepBOH CTeleHH
OTHOCHTE@/IbHO X B BLIPaXEHHH

9T , 0H

oxay

nocsne BpefeHHs BMecto §, &, W' nepemMeHHBHIX X, ¥ Ha OCHOBAHHH paBEHCTB
(67), (68), (69) u 3amensl B,y uepe3 F(x).

Jns onpeneneHuss KO3(HUIUMEHTA DPAacCMaTPHBAEMOro 4YJeHa HeoGXORHMMO
BHIYHC/AUTH 3HAYEHHA MPOM3BOIHBIX

(1)” (I)” (1)”
Fr2 s "‘P" (P!Z

(2)" (2)”
Fop, r'e’

B Hco/ieyeMoM 0COGEHHOM caydae yCTanoBHBIUEroCsa IABHXKEHHA, KOrja Kpome
a 7,2 20
—2 4V 1452 g =0

y,lIOBJ'leTBOpﬂ}OTCH TaKxKe YCJI0BHA
D=0, BC—AD=0,

f’Q(f’o) _ (o2 4-a2)?

ro? (2r? + 5“’7 !

4 ” —__ Bre?+17a?) (r* + a?)
f (rO)f (ro) - . "03 (2,03 + 5a2) »
oriyaa g2 — @ 2+ 502
T rg23rg?}-6a2’
Az — 792 + a? 3ry2 + 6a
T rt 2rl25e%’

friey=—ntie L

Vorg F 5a? re?’

a , ” _ 3 (ro2+ 2a2)?
T T ) == G ey

U3 panvHefimero OyjaeTr cJeqoBaTh, 4TO JJs1 YCTOHYHBOCTH paccMar-
pHBaeMoOro ABHXXEH#s HEOOXOAHMO

(2)11_
F%' —o.
BOC]’IOJ"JSYEMCH 3THM ypaBHEHHEM HJU 3KBHBAJEHTHLIM emy ypaBHe}meM
ds
ar,=0



/1 BHIUHC/IEHHA
f ro) S (ro).

Haxoanm
S=r2(ro* + a®)f' (re) " (ro)+7ro* (ro* 4 2a?) £ (ro)+ (ro? + a2y,
— 1@ (16 @) f (F) " (7)) 1 (7@ @) F 7 00) - Tro? (r a2 f (ro)f (ro)+

+4r(r+a) [ () + 11,
g Gr@4-Ta0? | T@rd+7a%) (rd + a?) 4 (g Trfat4at)
I’oﬂf (fo)f (rO) == (2,020_*_ 5a?) rg? + ?2,02 + saa)orog - (20’,02 T SOa’) 7o
_ 4a4
ENVEENTOTE,
4a4

F e f™" ) == grar sz

O6paTuMCs K BBIYUCJAEHHIO NPOU3BOJHBIX
1 " ] " 1 "
f( ) f( ) f;')’

rae fO snepas 4yacTb ypaBaenus (20) wam (20)).
[Tonp3ysch pe3yabTaTamMu MPEAbLIAYUIMX BBIYHCACHHMA (CM. Takxe § 7)
HaxOMHM -

’

W _ _ 282 0? s ___2a wo "(r) __
f ’-OB +gf” (ro) — +g Fo f( 0) f (ro)oro -
_ 2a0? 4a? :_2a2m0 + 2 at ____ 2d% 0 (ro? - 3a%
R G o @ T T T it
(1)17 ra2 — a2
f 7o 72 “o
" _ Q2 + a
W =—p HE

KoaguuueHT npu nepBoil creneHH X B BHIPaXKeHHH

0E
ox
6ymer
" {1y - ) f(rQ-)l ‘| -
[F” —2F St e <ﬁ>]"
o i
Ho

FY = { A0 [~ 07 )]s
oo = {70 = 1 o] — 1 ) 7 0} ar

0"

1)” f(l)u 1

: 2
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CnrenoBatesbHO, KOS(PHUUHEHT MPH MNePBOH CTENEHH X B BBIPANEHHH 5 -
paBeH

200 (6ro% +-19r,2a% 4- 12a4) [ a, )2
(r? + a?) rd W

a2 Ko3(bMUMEHT NMPH NepBOH CTENEeHH X B BHIPAXEHHHU

o= oH
ox T o

T. e. MOCTOsHHaA b,, 6yxer
404 (rst -+ 8ry2a? 4 9at) a0 \2
vy (4)

M oueBuaHo B=1.

OnpenenuB NOCTOAHHBIE do, &; by, B, MOXKHO NPUMEHUTDH TENEPb JJI5 HCCAE-
LOBAaHHUSA PacCMATPHBAEMOro 0COGEHHOTO CJaydYas YCTOHYHMBOCTH YCTaHOBHBIIe-
rocs ABMXeHHs oflye OTHOCALHECS Ciofa pe3yJabTaThl, YCTaHOBJEHHbIE
akag. JlanyHoBHM B LMTHPOBaHHOH Ha cTp. 16 paGore (ctp. 337—339).

CorsiacHO 3THM pe3y/abTaTaM YCTAHOBHBIIEECH ABHIKEHHE TSKENOH TOUKH
Ha WEPOXOBaTOM BHHTOBOH MOBEPXHOCTH C BePTHKAJIbHOM OCbI0O TNPH pac-
cMarpuBaeMbix B 3toM § ycaosuax D=0, BC— AD =0, HeyCTOHYHBO BO
BCeX CJeIYIOIIHX CIydasx:

1. @ yucao yeTHOe.

2. @ YUCJa0 HeyeTHoe, @, > 0.

3. B uncao HeuetHoe (y Hac B=1); PyHkuus ¢ (X) HE COZEPKHUT UYJEHOB
uuxe 2 (B 4 1)-oft crenenn. Cayuaf, koraa ¢ (x) TOXIECTBEHHO PaBHA HYJIO,
CONEPIKUTCS 34eCh KaK HAaCTHHIM.

4. B uyncao HeveTHoe; a =231, b*+4+4(B+1) a; >0.

MMocneannit, BO3MOXKHBIH 15 Hallero ABHIKEHHS, Caydak

5. B uyucao HeuerHoe;a =281, b2+4 B+ 1) ay<<0 Tpebyet cneuuann-
HOro HCc/aeROBaHMs H Oyaer pa3obpaH manbiie,

Cayuau 1, 2, 3, 4 nonyckalT B HauieM ABHXXEHHH CJAeLYIOllee FeoMeT-
pHYecKoe TOJKOBaHHe.

B naockoct 2,R (cm. puc. 1, 7. X, Bain. 1) nmpoBeseM KpPHBYIO

c=f0 £ = V(& E) (E11)a
kacawmylocsi B Touke M [ro, f(ro)] xpuBoi

z=f(n)
NPOU3BOAALIEeH BHHTOBOH NMOBEPXHOCTH
z=ay+f(r). (15)

PaccmaTpuBaeMoe yCTaHOBHBUIEECH JABHIKEHHe TsKeJO0H TOYKHM MO BHHTO-
BOH JIMHHH

r=ry, Z2—zy=asy
Ha IIepOXOoBaTOH MOoBepXHOCTH (15), NMPH BHIMOJHEHHH YCJOBHM
D=0, BC— AD=0,
Y =0k = e
T. e. HHaye
P =f" (ro), b2 = % SEA2,

HeyCTOﬁ‘{HBO B KaXIO0M H3 CJCAYIOIHUX CJay'Uuaen.



1. ITepsas U3 HePaBHBIX HyJiO NPOU3BOIHHIX B psie
0,
FO7 j=34,.

7.

YeTHOro MOPAAKA, T. €. NepBbie M3 MOCAEL0BATEJbHBIX MNPOM3BOAHBIX (QYHK-
unit f(r) u fi(r), YLOBIETBOPAKIIHE HEPABEHCTBY

o) £ 1 (ro),
HeyeTHOro nopsaka. B aToMm c/aydae MeXAY KPHBHIMU
z=f(") (48)
’ z=F(r) (49)

HMeeT MecTO CONPHKACAHHE YeTHOTO IOpMlKa, T. €. KDHUBHE B TOYKe Kaca-
HHA nepecekalTcs (PHC. HAa CTP. 5).
2. Tleppast ¥3 HEPaBHHIX HYJIO NPOU3BOAHBIX B psle

Fg) (})' j= 3’4,

HeyeTHOTo NOPAAKA, T. €. NepBhle U3 0C/JAeL0BaTeNbHbIX NPOH3BOAHKX Y HK-
uuit f{r) u fi(r), yaioBIeTBOpAIOIWNE HEPABEHCTBY

(A I
O = fO(ro),
YyeTHOro nopsuu(a, HO -1
—1
F?l)—l > 0)

1O (ro) < £ O (ro).

B sToM cayuyae mexAy kpuBbiMH (48) u (49) mMeeT MecTO CoMmpHKacaHHe
HeYeTHOro MOPsAAKA, T. €. KPHBHE B TOUKE KAaCaHWA HE NepeceKkalnTcs, HO
TOYKH KPHBOA (49), OGsm3kve K TOuke KacaHusa M, JexaT HHXe COOTBET-
CTBYWOIUX (JaHHOMY 7) TO4YeK KPHBOH (48).

3. Mexny xpusbiMH (48) u (49) UMeeT MeCTO CONPHUKACAHKE BHILIE TPETLETO
nopsinka. B yactHOCTH

firy=1i(r)

TOXAECTBEHHO, T. €. ABHXEHHE NPOHCXOAUT HA NMOBEPXHOCTH
z=ae+A(r).

4. Mexny kpuBbiMH (48) M (49) uMeeT MeCTO CONPHKACAHHE TPeThero
nopsjaka (KpHBHE B TOUKE KaCaHHs He MEepeCeKaioTcs), H TOYKH KPHBOH (49),
6/M3KHE K TOYKE KaCaHWs, JexaT BhIIE COOTBETCTBYWINHX (LaHHOMY r)
TOuek KPUBOH (48), HO BeJMUHMHA MPOU3BOAHOM

F?
JOCTAaTOYHO BeJHKAa, T. €. BeJH4YHHA IPOM3BOLHON
fw("o)
AOCTAaTOYHO MaJjia, TaK YTO YAOBJETBOPSETCS HEPABEHCTBO
by2+8a, > 0.

B cayuasx 3 u 4 uccaemosaumem JlanyHoBa (umTHpoBaHHas pabora,
CTp. 288—291 u 297) npeayrcMoTpeHa YC/AOBHas YCTOMUMBOCTL paccMaTpH-
BaEMOr0 YCTAaHOBHBIUETOCH ABHIKEHHS.



I/IMeHHO, JBHXEHHE YCTOﬁqHBO JJis BO3M)’I_U;eHPIﬁ, NOAYRHEHHBIX YyCAOBHIO
boy1>0,

<0
HJAN OJis BO3MyUl3HHﬂ, NOAYHMHEHHBIX YC/JOBHAM
yl = Q(x)y box > 0)
3 =@ (x), x <0,

n=2o(x)
rosoMOp(dHLIA HHTErpas ypaBHeHHS

T. €.

rue

dy, - H,
dx n+g

obpamlaomuica B HyJab npu x =0.
B ToMm BapuaHTe 3-ro cayyas, xoria GyHKUHA ¢ (X) TOXAEeCTBEHHO PaBHA
Hyawo (cp. Jlanynos, cTp. 289—291), T. e. k6raa JABHXeHHE NPOUCXOIHUT Ha

NOBEPXHOCTH
Z2=ay _l_fl (r))

BO3MYIIEHHOE IBHXEHHEe AaCHUMNTOTHYECKH IpUOJHKAETCH K OJHOMY H3 JBH-
KEHHH, COOTBETCTBYIOLIUX yPaBHEHHAM

)C=C,, J’1=0

NpY NPOH3BOJBHOM pnoctaToyno masoM C'  Te aBuxkenus, Oas KOTOPHX
by C'>0,1.e. C’ <0 ycroiluuBel, a Te, A4 KOTOpuXx C' >0, HeyCTOHYMBHI.

ITpu stom & acumnrornuecku npubamxkaercs xk 0, a Eu %' K 3HaYeHHAM,
CBA3aHHBIM B CHJAY paBeHCTBa (68) cOOTHOLIEHHEM

2"

s 1 ’ r'
1‘ _El F (C - f(?’)l E,

KOTOpOe HETPYAHO INpPOBEPUTL HENOCPEACTBEHHO, paccMaTpuBas £ W v Kak
BapHaUM{ BeJHYHH ¥ M ¢, AudeperRunpysa obe yacTH pPaBeHCTBa

v =grf(r)

M NpUHMMas BO BHuUMaHue 3Hauenus f(r) u f’(r), BHUHC/JeHHBIE JAf pac-
CMaTPHUBAEMOrO CAyuas ABHXKEHHS BhIIIE.

PaccmMoTpuM B 3akJjiodeHHe BONPOC 06 YCTOHYHBOCTH B 5-M BO3MOXHOM
I Hallero ABHXKEHHUS CJayyae

B=1, a=3, by*+ 8a, <0.
[Npeo6pasys ypasueHus (70,) mpu NMOMOIIHM NOJACTAHOBKH

X —Y2
X=——, = »
\/—ao * \/—ao

MOJKHO CUHTaThb ay—-—1.
BeeaeM 3atem B npeoGpa3oBaHHbIX ypaBHeHHsX (70;) BMecTOo X;, ¥, HOBHIE
nepeMeHHble p, % npn nomoun pasescTB (JlamyHoBs, cTp. 299 u 303),

) xp=p Csd, yo=—p2Snd, (74)



rae Cs8=cnd, Snd=snddns$,

1
a sn, cn ¥ dn ATMNTHYECKHE dyHKUMH, MOLY/Jb KOTOPHX paBeH 7z

[Monb3ysiCh H3BECTHLIMH DaBEHCTBAMH
sn2d4-cn?2d =1,

1
" 5sn*8 +dn? =1

dsnd
dd

dcnd
—ay — —snbdnb,

ddnd 1

=3 — 7% sndcn &,

=cnddnd,

JerkKo NpOBEpUTh CJelyloline
Cs*9+42Sn?8=1. (75)

dCs:E)
75 — Sn#d,
S

76)
Y _ce b, (76)

d3
B cuny (75) paBenctsa (74) maioT
xﬂ‘ + 2y22 = P4’

dx dya dp
3 2 3
;Y =P g

OTKyIa

M3 rtex xe paBeHCTB B cuay (76) u (75) Haxoaum

dx dya das
22 g — X2 g =P

de dys
3ameHsis 31eCb NMPOM3BOMHBIE — M —.~ MX BHPAXEHUAMH U3 Ipeobpasopan-
HHX ypaBHeHH#l (70,), MOJNYYHUM CJeAYIOUIME YPAaBHEHUs

d =
p° di — X3 By ¥a (X2° - Hy),

a¥ _ .
0° ZF =P — 2y By — 2y (x° 1y),

BTOpLIe YacTH KOTODHIX, BEIPAXKEHHBIE B MNEPEeMeHHHBIX p W ¥, mpexcTaBATCH
pPAJaMU, PacHOJOKEHHBMH MO ILEJHIM MOJA0XHTENLHEM CTENEHAM p C NepHo-
JUYeCKHMH OTHOCHTEJbHO ¥ KO2(HIMEeHTaMH.

[To xapakrepy ucciaegyemoro cayuas ¢yHkuus H, Takosa, UTO eClH X,
paccMaTpHBaTh Kak BeJHYHHY NEPBOTO M3MEPEHHs, y; KaK BeJHYHHY BTOPOro
M3MEDeHHdA, TO Y/JEeHH HAHHH3NIErO0 H3MEPEHHA B Hel GyAyT

X2 Y.

=5
— %o

BeaencTpHe 3TOro Bo BTODOHl YacTH NMEPBOro U3 NOC/AeJHUX YPABHEHHH
MJIAAIIAM 4/neHOM Oyaer

by a
—_ X
V—a, 2V



A BO BTODOH 4acTH BTOPOro ypaBHEHHS

¢ bo
p -%-V

___'XZ’ Va.

dp

TakuM 06pasoM paccMaTpUBaeMbleé yYpaBHEHHS NMPUBOAATCA K BHIY

b

d __(_LPZ Sn? 3 Cs 'S—I—Pa R,
; N — .
d3 bo .

A — 9§ Cq? 2

> (1 2 Sn Csﬁ)p+m 8,

rie R u O o03HayaloT psAgbl, pAaCNOJOXKEHHbE MO LeJbM MNOJO0KHUTENbHEM
CTENEeHsAM p C MEPHOAHYECKHMH OTHOCHTENbHO ¥ KO3dHLHUEHTAMH.

Peuienne 3agayn 06 yCTORUMBOCTH ABMIKEHHMS 33aBHCHT B JaHHOM cCJjyuvae
0T HccaenoBaHua ypasHenus (J/lanyHos, cTp. 316)

b
—To_:pSnzx‘}Cs«‘)—{- PR
_E_P__ —Ag
ds by

Sn3Cs23+p8
\/—ao

BTOpAas 4aCTb KOTOPOro mnpeAcTaBJsieTCA B BHAEC pAla

Rip 4 Rep?+ Ryp®*+.

PaCHOJIOKEHHOTO MO LEJbIM NOJ0XHTEJIbHHM CTEINEHS M p C NMEePHOLUYECKHMH
OTHOCHTEJbHO 8 Ko3bHUHEeHTaMH.

(7N

Kosduuuenr R, paseH

b
=7 Sn29Csd
—a
Rlz 0

b,
1——=5n8Cs2%
\/—ao
ITonaras

&
[ & as
p=¢ e
H3 ypaBHeHHA (77) BhBeXeM ypaBHeHME

& — Ry Rap .
B KOTOPOM KO3(HLHUEHTHl

(78)

L)
(s—1) f R, d9
R/=R; e

ByAyT TaKke NMepuoaH4YeCKHMH (yHKuHaMH 9.

lMosyyeHHOe ypaBHEHHE TOTO e XxapakTepa, uro H B § 10 (3ameuanwue 1),
MO3TOMY M 3ajaya 06 YCTOHYMBOCTH ABHXKEHHS B JAHHOM CJyd4ae pellaeTcd
TaK e, KaK GblJI0O HaMEUEeHO TaM.

1 HauMeHburee 3HavyeHHe QYHKUHH

bo
1— SndCs?d
\/— o
PaBHO

14 1 by
2\/7. \/—ﬂo
H B CHIy YCAOBHil PaccMATPHBAEMOro cJAydas HOJOMHTEJBHO,



dyukuus p/, yAoBaAeTBOpsoOWAs ypaBHeHHO (78), HIleTCA NMOX BHAOM

p=ctmctumcit...,

pACNOJIOKEHHOrO MO UEAbIM MOJOXKUTEeJILHBIM CTENEHAM MOCTOSHHOTO IPOH3-
BOJIBHOTO C, MpHYEM

pAnd

Uy, M, .. (79)

CyTb He 3aBHUCHIIHE OT ¢ dyukunu ¥, onpenessieMpe nocaei0BaTeNbHO H3
ypaBHEeHHUH

du , du
d—’;=R2’ _d_{:_=R,3+2u2R,21 e

[Mepsass Henepuoanyeckas GyHxuus B psny (79) u4, ecam TakoBas OKa-
xercs, Gyner 3Xech COOTBETCTBOBATb UETHOMY 3HAYEHHIO /M U HUMETb BHI

u,=0G4%4+wv,

rre G MOCTOAHHOE, @ U HEKOTOpasA NMepHoauyeckas (yHKIHA 9.

Ecaun G >0, 70 HeBO3MYLICHHOE JABH)XEHHEe HeYCTOHYHMBO, a ecad G<C 0
yctofiuuBo. B noc/aenneM ciyyae BO3MyIUEHHBIE ABHIKEHHS, HJOCTATOYHO GJH3-
KMe K HEeBO3MYIIEHHOMY, OYAyT ACHMOTOTHYECKH NPUOJIHKATBCA K HeMy.

Ecan B pany (79), kak Ob AaJeKO OH HH OHJ NMPOXKOJIKEH, COAepKaTCH
TOJBKO OHHH mepHoauueckue (YHKIHH, TO HMEET MECTO YCTOAUHMBOCTb.

3aMeTrdM Temephb, UYTO JIJA HCCAELYEMOr0 YCTaHOBHBIIEI'OCH IBHIKEHHS
110 BUHTOBOH JIMHHH B paccMaTpHBaeMOM cCJyvae, Korja

B=1, a=3, b2+8a, <0,
z=fi(r) (48)
z=f(r) (49)
¥MeeT MeCTO CONPHKACAHHE TPETbero NOpAAKAa M TOYKH KPHBOH (49), Gams-
KHe K TOYKE KACAHHMS, JeXaT BHIIE COOTBETCTBYIOMHX (NaHHOMY 7) TOHeK

kpuBO#i (48), HO Be/iHUMHA NPOHM3BOAHOM f1V (r,) HACTOJBKO BeJIHKa, YTO yAOB-
JAeTBOPAETCA HEPaBEHCTBO

MeXJY KPHBBIMH

H

bet + 8 a,<O0.

YceroiiunBocTh YCTAHOBHBIIErOCd JABHXKEHHA 3aBHCHT B 3TOM CJiy4yae OT
3HAYEeHHUH NMPOU3BOJAHLIX BLICIIHX MNOPAAKOB

JO(ro), wan fO(ry), wan fO(r)) u 1. A

MoxHo ycraHoBHTb, Kak B § 10, uto mnocrosanHas ( B HawmeM cJjaydae
BHIpAXaeTcs CAeAYIOUIUM 06pa3oM

G= Gm f(m+3) (rO) + Vm ’ (80)

rje m paccMaTpHUBaeMOe BHIIE 4YeTHOe yucao, U, H3BeCTHas HepaBHAs HYAIO
noctosnuas, a V, onpeleneHHas (YHKUHA OT MNPEIBIAYUIHX NPOM3BOIHBIX
f¥(ry), n=1,2. , m-+2, nopsaka Huxe m -+ 3, 3HaUEHHEM KOTOPOI B faH-
HEIA MOMEHT MK OJHKE€ HHTEPEeCOBaThcs He OyleM.

Paccmartpusas, kak B § 10, moc/efoBaTebHblE HJIEHH Pa3J0XKeHHH

B zfz(l) +f3(1) +
H=f2+£0+ ...,



y6exnaemcsa, uto @ynkuus fm+3(r;) nmoseasercs BnepBHe B KOSQ)HuHeHTaX
YJeHOB m+2 ro U3MepeHHsi OTHOCHTEJBHO Maaux Beauuud &, & 7', uMeHHo
JHLIL CJAeAYIOLIMX JBYX H3 HHX
F(])(m+2)
r(m+2)
- (m+2)
(2) (m+2)
,<m+>
2... (m+2)
Jast npamieft mesm, Kak BHAHO M3 Ja/ibHelilIero, AOCTATOYHO PacCMOT-

peTb BTOpO# H3 3THX uJeHOB, Kyaa GyHkuus fO»+3(r)) BXOAUT B TaKOM
BBIDaXEHHH

2,

F®@
gmt2

@ gt f+D) (1))
C A 1.2, (m+2)

IToce mepexona K nmepeMeHHBIM Xg, ), pasioxkenne aad H npumer BuA
H; =9 (x3) + ¢ (x2) y2 1.
¢ (Xa)=—x2 4 a; x4 ... am_y X"

v dynkuus f™+3(ry) BCTpeTHTCH 34ech BNEPBble B KO3(DUIUEHTE Qm-1 B Ta-
KOM BHIDa)KeHUH, BXONAIIEM CJaraeMblM B 3TOT KO3(HIHEHT,

rue

m
(-1 2 aog F™ () a, may

m
roA?1.2... (m42) ag2 !

PacemarpiBas Aajfee pas3sioxeHus 1O CTENEHAM p NPaBoOf YacTH ypas-
Henusa (77) u cpym(umx

R=-b[— 5 Sty (ot B+ -2
— RO-L RO p | RO Pz +_ ,

[_2.V2 Ey— X2 (x° -+ Hy))

— 801 My | 8D _|__ _

ybexcaaemcs, 4TO KO3(MIHMEHT dsy—1 BCTPEYAETCs BIEPBHE B TaKOM BHIpa-
WEeHHH

Snz 4 Cs 8=
(1]

am—18n & Csm+23
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TaxkuM o6paszom nocrosHHas G, paBHa
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® (1) = 5

M3 Buipaxenus (80) caenyer, UTO AJMS HAWUMEHBbLIErO0 3HAYEHUA m =2,
CMOTDA MO BeJHYHHE NPOU3BOAHON [® (ry), Bo3MOxeH A060H H3 CiAyyaeB
’

<0,
6= 0. £ (ro)+ V2|30,

Ecau xe 3HayeHus npousBoiHeix f*13(ry), v=2, 4,..., (m—2), TakoBHI,
YTO AJsi KaXZAOH M3 HHX COOTBETCTBYMIIee 3HaueHHE MOCTOSHHOMN

G =G, fo49 (r)+ V.,

ofpawaercss B HYJAb, TO, CMOTDsl MO BesJuuuHe f"+3(r;), MOXKET HMETb MECTO

A060H U3 Ccayyaes
<o,

G=G, f (r)+V, { >0,

Ecan cymecrtByer Takas Qynkuus f (r), nocieroBatesbHble NPOU3BOJIHEE
KOTOPON YZOBJAETBOPSIOT PABEHCTBY

Gy f49(r0) + V=0

Npu BCAKOM YETHOM m, HauMHasg Cc m=2, TO U3 paccyxJeHni JlanyHopa
(cTp. 334) caemyer, 4uTO yCTaHOBHBIIEECs JABHXEHHE B DPacCMaTPHBAEMOM
OCOGeHHOM CJydYae YCTOHYHBO M NMPUHALJNEXHT K HeNPepulBHOMY pAny 6Ju3-
KUX JBHXEHHH C TNEPHOJHUYECKH MEHIOMMMHUCH B 3aBHCHMOCTH OT BDEMEHH

dr de

I ar» ae-

Ho Bonpoc o cymecrtBoBanun (yuKiMH, yIOBAETBOPSIOIEN NOCTABJIEH-
HBIM Y€JIOBHSM, OCTA@TCSl OTKDHITHIM, IOKa He YCTAHOBJAEHAa CXOJUMOCTb
DU PacCMaTPHBaeMbIX YCJIOBHSIX PSILOB

A1o X+ Qo1 Y+ 2o X2+ ayy XY+ Qo 2. . o,
F o)+ 2 f )+ T2 1 (ro)

Hccnenosanne 3toro Bompoca, KaK M aHaJorH4HOro Bompoca B § 10,
BBHIXOJHT M3 PaMOK HacTosdwe#d paGoTH.



§ 12. [dsukenue TAwKeJA0A TOYKH NO BHHTOBOA JHHHH HA wepoxoBaTon
NOBEPXHOCTH NPH HAaJUYHH APYTHX CUA M B Clyyae BPAICHUA NMOBEPXHOCTH
BOKpPYr OCH BUHTOBOR ANUHHH

EciH, KpoMe CHJB TSHXKECTH H CHJIB TpeHUA, HA MATEPHAILHYIO TOUKY,
ABHXKYIIYIOCS 1O moBepXHOCTH (2), nefcTByroT Apyrue CHJH, MPOEKUKHH KOTO-
PHIX Ha OCH IMJHHIPHYECKOH CHCTeMH KoopauHat (§ 2) o6o3HaunM 4epes R,
®, Z, To audepeHOMasbHBIE YpaBHEHUs JABHXeHMA TOYKHM IO paccMaTpH-
BaeMONX MOBEPXHOCTU OYAYT. !

frptr—ry L o
oy do\t He+(r—ro) o af |
() =—N 5 —k NG +R,
1 of dy ,
et o—rg r 3)
d’p dr do __ r[a dcp] o
raet2g g =—N i _kNrd"z_l_ ’
42 1 dat
——d;=——g—|—N—A —k N +2,

sm\[F ¢ 9+ —ro L+ L [aro—roge] +1.

TlosTopsia paccymiaeHus § 2-ro, Hajiaem
do\? o9
NA:g—Z—}—[r(dv‘i)—f-R] [f (r, cp)—f—(r——ro)ﬁ]—
dr de of] 1 dr — Y.
—[2—‘7;”——@][11—}—(%—&))%] T+2—Et—ul+(r ro)u-'

JlBa mepBHe M3 3THX ypaBHEHUH mocje mojpcTaHOBKH B HUX 3HAYCHHH Z
M3 ypaBHEHHS INOBEPXHOCTH (2) BHIpassAT ABHkeHpe NPOCKUHH Touku M Ha
rOPU3OHTAJNBHYIO NJOCKOCTL (F, 9).

[Tosaras B 3THX ypaBHeHHAX ¥ = r,, HaiigeMm %, ¥kaK B § 3, U3 mepBoro

v=\/re (g—2) f(r0, )= “ELR+af (0 DT ®)
a 3aTeM U3 BTOpPOTO
2Bt f o o) @ tgatg— D] =
——2(® tgatg—2) [tga—kVIF[Flro OF 05 ]+ iy )

Ypapuenns (8)u (9) urpator, npu aauuus cuan (R, @, Z), poab ypas-
Henu# (8) n (9) § 3-ro. '

MoxHO BHIBECTH WX 3JeMEeHTapHbM nyTem, KakK ypaBHenud (8) u (9)
B § 4.

Ypasuenue (9') o6pamaercs B (9), ecan cuna (R, ®, Z) He 3aBucut
oT © U 2 1 KpoMe Toro ®=0. B atoM cayyae mepOXOBaTai HNOBEPXHOCTD,
IOTycKalomas ABHKEHMe MaTepuasbHOH TOUKM no BHHTOBOH JIMHMM HAa HeH,
Gyzer Tako#l e, KAK NpH OTCYTCTBHH cuaw 3 (R, @, Z).

B cayuae conportuBienuss cpeal S (v), 3apHCAIIEro OT CKOPOCTH,
HMeeM

1 3t ypaBuenus SABAAWTCA HCXOAHLIMH B pabore H.P. Maak una ,O ABHKEHHH
MaTEepHANbHOH TOYKH B 3aJdHHOM CHJIOBOM II0J€ MO BHHTOBOH JWHMM Ha IIEPOXOBATOH NOBEPX-
HOCTH .

2 Pasencrsa (8') u (9') BbiBedeHn B WHTHpOBaHHOH pabote H. P. Marxuna.

3 H. P. MankuH UUTHpDOBaHHada pabora. A. B. CBeT.}loB“ »,O BHHTOBBIX TIO-
BEPXHOCTAX, JAONYCKAOUAX ABHUKEHHE TOUKH II0 BHHTOBbIM JHHHUAMS. B ofenx pa60‘ra§
HCCAEAYIOTCS CHJBI, NOA AeHCTBMEM KOTOPhIX MaTepualbHas TOYKa ABHXETCA IO BHHTOBOH

AMHHHM HA COOTBETCTBYiollel rAagKod M WepoXoBaTol MOBepXHOCTH.



u ypasuenus (8), (9°) npumyt BHL

v=yrgf(rn ¢,

d_f(g__’c;?) ——2 {tga—kVIE[f(re 9)FF cos® a}+

28 (v)
COos a

B cayuyae OTHOCHTeNbHOrO JBHXKEHHUA TsDKEJOH TOYKH NO BHUHTOBON
JUHAH HAa HIEPOX0BaTOH NMOBEPXHOCTH, BpALIAOWEHCS BOKPYr BEPTHUKAJBHON
ocu Oz pacnoJOMEHHBHIX Ha Hed BHUHTOBHIX JIMHMMH, CJAeAyeT NpPHHITH BEKTOD
(R, ®, Z) 3a pPaBHOAEHCTBYIOUIYIO CHJ HHEDUMH NEPEHOCHOTO ABHXKEHHA

d 0\ d% do
— il L9 ¥
R=r <dt) F2aF at
28 do dr
= —rae—257 ar
Z=0,

rae O yroa noBopoTa Bpaldmlledcs NOBEPXHOCTH BOKPYT BePTHKAJbHON

ocu Oz.
Hccnenosaine XapakTEPUCTHYECKOTO YPaBHEHHS COOTBETCTBYOLIEH

cucTeMbl ypaBHeHHH B Bapuaumax £, 7' (€CAM NOJOXKHTDH
d9
r=ry+5% ﬁ=‘00-|—"]',

cp. § 7) mokaspiBaeT, UTO AMCCHMAaTHUBHHE CHAB (S (v)=const v), kak u
BpalleHNe TOBEPXHOCTH (THPOCKOMMYECKUE, CHBI), H3MEHSIOT XapakTep yCToH-
YHBOCTH YCTAHOBHBIIErOCH IBHIKEHHS

dy
r=ty, iy = %
TAMEJOH TOuxkM Ha 1mepoxoBaToit (k=~0) BuHTOBOK noBepxHoctH (15)
u teopeMa Tomcona m TaTa, yCTaHOBJeHHAfl /s KOHCEDBATUBHHIX CHCTEM

(k=0) npM HaMMUMH JHCCUNATUBHBIX M THPOCKONHYECKHX CHJ, ! 3Iech He
COXpaHsieT MecTa.

§ 13. IBHKeHHe TAWKENOA TOYKH MO BHHTOBON JHHHM HA WepOXoBaTOf
NOBEPXHOCTH, COOTBETCTBYIOLLEA 061eMy pelleHHI0 ypasHeHus (9)

O6mee peuwenne ypaBHeHHs (9), COOTBETCTBYIOLUIEE INPOH3BOJbHOMY
HaYya/JbHOMY 3HAYEHHIO
I (ro, 20) 20,

MO/Ny4yaeTCs JIerKO BBINOJAHAEMbIM €r0 MHTEeTPHPOBAHHUEM.
s 3TOW HeaH NoJOMHM

cosa f (ry, ¢)=tg ¢,
rae ¢ HoBas (GyHKuUHUS OT ¢, TOrAA ypaBHeHHe (9) NpHMET BHL

L dr!J——tg-a—{—k sec ¢

2cosacostd do

HJIH, TI0 pasle/eHHH MepeMeHHLIX,

1 dy —d
2sina cos ¢ (k ctg a —cos &) ¥

1W.Thomson and P. G. Tait, Treatise on Natural Philosophy, P. I (1903), p. 391.
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HMHterpupys umeem:
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H BOCIIOJIb30BAaTbCA PaBEHCTBOM

bbe - e b

1 1 sin 5 COS—H———C0s —5 sin 2
coss—cos¢= 2 sin e dt+e b —e

Taxkum o6pasom H3MEHEHHIO ¢ B NPOMexyTKe

5 >4>0

€OOTBETCTBYIOT H3MCHEHHA ¢, f (ro, CP) B HpOMe)KyTKaX-B NepBOM cayuae
+ OO — %1
+ o /.f> 0)

-1—00}?}—00,
+oo>f2>0

B TpeTheM cJydae NpH U3MEHEHUH § B MPOMEXYTKAaX

a4 BO BTOpPOM

Tz gh=)/irE
# 0<d <<,
9 1 f (f9, ©) U3MEHAIOTCE COOTBETCTBEHHO B NPOMEKYTKAX
+ 00> 9> — oo,
u +oo>f2>0b,

— 9y >0 >— 00,

0<f<b



rae i, 3 M b KOHEUHBIE MOCTOSHHBIE, MPHUEM

1 n
@) — = +Cy, 92=0C,

S ——————— 1

¥ OMpejesiOTC U3 YCJOBHdA, UTO f (r;, ©) HMEeT 3ajaHHOe Haya/jbHOe 3Ha-
yeHue NMPH ¢ =@, & O yHLOBJIETBOPSAET YPaBHEHMIO

tg a—k V15 cos? a =0 a7)

[Tpu £ < tg @ ¥ HeOrpaHHYeHHOM H3MEHEHUH ¢ — — 00 BeJHYHHA f(r,, ¢)
CTPEMHTCS, CJEJ0BATEJIbHO, K MOCTOSHHOMY 3HAYEHHIO b, ONpelesieMOMY u3

ypasuenus (17’).
[Mpu k> tg « npeleabHoe 3HauyeHue aasa f (7, ¢) HYJb.
[Tpocrefimias COOTBETCTBYHOLIAA INIOBEpPXHOCTb, HAa KOTOPOH, NPH HAIHU-
YU TPEHHS, IPOUCXOAHT ABHMEHHE TMENOH TOUKHM N0 BHHTOBOH JHHHY

r=rty 2—2¢=2ag¢,
OyAeT JIMHEHYATOH HOBEPXHOCTBIO M CIPEJE/NsSeTCs yPaBHEHUEM
z—zo=ao—+(r—ro) f (ro, 9)-
CxopocTh ABHXEHUs W3MEHfAETCHA MO 3aKOHY
'Uz‘/grof ("O, (‘P)

Cryyait @ =0C0O0TBETCTBYeT LIEPOXOBATOH NOBEPXHOCTH, NONYCKAKOIleH
ABHXKEHHE THMKEJIOH TOYKHM IO FOPH3OHTAJNBLHOH OKPYXHOCTH, 2
Toraa u3 ypasuenus (9) umeem

f=sin hyp 2 & (¢ — o),

a U3 TOro e ypaBueHus (9) 1 paBeHCTBA v=—1r; gﬁj_
V1+G7) 0

CienoBaTeNbHO CKODOCTh BHIPAMAeTCA JEeMHHCKATHOH GyHKUMeH Bpe-
MEHH.

Résumé

En généralisant le probléme de Catalan® sur le mouvement d’un point
pesant sur une surface polie, 'auteur’ cherche les surfaces qui admettent le
mouvement d'un point pesant sur une hélice a axe vertical en présence de
frottement et étudie la nature de la stabilité du mouvement d’un point pesant
sur une hélice située sur une surface hélicoide dépolie a axe vertical, ainsi
que l'influence sur ce mouvement de la résistance du milieu, dépendant de
la vitesse, et de la rotation de la surface autour de Paxe des hélices.

Si 'axe Oz est dirigé verticalement en haut, i’équation, en coordonnées
cylindriques, de la surface passant par 'hélice

roory Z2—zy==ag (1)

2—2y= 89} (r-—ro) f(ro, )+ (r—ro)2 £ (1, )

1 910 u npedblnyimlee 3aKAWYEHMA HENMOCPEJCTBEHHO BLITEKAWT H M3 PaCCMOTpPEHHA
caMoro ypasHeuus (9).
N 02 Cp. F. Wittenbauer, Aufgaben aus der technischen Mechanik, Bd. 1 (1919),
Ne 506.

3E. Catalan. Note sur un probleme de mécan:que. Journal de mathématiques pures et
appliquées, t. 11 (1846), p. 212.
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a=r,tga, f(rﬁv (‘P):tgﬁi

fi(r, ¢) reste finie quand r=r; et «, 3 deagnent les angles formés avec le
plan horizontal respectivement par la tangente a I'hélice et par la droite L de
’intersection du plan tangent a la surface cherchée au point (ro, ¢, 2) avec le
plan vertical passant par ce point et I'axe Oz.

Le mouvement du point pesant sur la surface dépolie (2) est déterminé
par les équations de Lagrange ci-dessous

o g fe R+ r—ry L @
am —r dt> =—N R — kN 5
1 a#(r—ro)ol] rﬂc
d%p dr de r[ ' de _dt
raE 2y g = N———Fp— = — kKN
daz
d2z 1 dt
e =& +N73 — kN 7,

oit g est le poids du point en mouvement (de masse m=1), k le coefficienr
de frottement, N la réaction normale et

=\/[eo+e—wZf+Llate—ro ZI+ 1

'U=\/<d_’ ’_}_rg(irg ’+<¢1_z 2

En éliminant entre ces équations, a I'aide de (2), la réaction normale, nous
obtenons ces deux équations pour le mouvement de la projection du point M
sur le plan horizontal

of dr
sr fdeve firy @)+ (r—ro) kml
(&)= 5 TR
@)
1 f d‘Pl
dr do ’7["‘“"’0)_? ri
raa T2 @ =—N| 5 Sy
ol
e+r (e o= -2 L at W ]+ 2Gm + = r)u
N — NCLZA i “or| 7 dta °
o A
et
of dr | of do
ardt+aw7t’
’f dr 0% drdy | 0
= or? >+ drde dt at+a (->
v= V 1+|f(r <p)+(r—r0)a’J} [a-|-(r—r\ } ‘;‘;\/ +

drd:p

+2| 7 <.o>+(r—fo>3—’:][“+<"—’°- o) @ d

Posons dans ces équations r = r,. Alors la premiére déterminera la vitesse
du mouvement considéré sur I'hélice

v =\ gry f(re, ¢). . (4)



La seconde des équations (3] conduit a I'équation différentielle

Y008 — _a(tga—ky/TFcoss [l o)) (5)

pour la détermination du coefficient f(r,, ¢) dans I'équation (2), /; (r, <) restant
dans cette derniére équation une fonction arbitraire conservant une valeur finie

quand r=re. .

Les égalités (4) et (5) qu’on peut vérifier directement en partant des équa-
tions du mouvement en question sur I’hélice en projections sur la tangente a
celle-ci et sur la droite L, donnent la vitesse du mouvement sur I'hélice et
déterminent les surfaces qui admettent un tel mouvement.!

En discutant ces équations, nous distinguons d’abord deux cas particuliers

1) k= 0;
alors de I’équation (5) nous aurons
f(ro, o) =—2tga ¢
et parmi les surfaces (2) nous trouverons la surface de Catalan

z—zo=arg %, (6)

Le mouvement d’'un point pesant sur une surface polie (6) en commengant,
sans vitesse initiale, d’'une position quelconque sur une droite horizontale (z = 2,,
o =0) a la hauteur z= 2, se fait ensuite sur I'hélice correspondante avec la
vitesse

U= \/2g(20—z)-
2) k+0.

Py

Parmi les surfaces correspondant a la solution particuliere de 1’équa-

tion (5)
flro, @) =1 (ry)
nous avons une strface hélicoide
z=ae—+f(r) (7)

Le mouvement le long de I'hélice sur cette surface se fait avec la
vitesse constante 2

’UO == ]/g"of/("o)r f/ (rO) > O) (8)

et la condition suivante

tga—kVIFcosta [F (ro)l2 =0 ©)

doit &tre satisfaite.?

1 M. I. Akimoff. Sur un probléeme de mécanique. Communication faite a la Conférence
de mécanique de 'URSS & Moscou le 13 mai 1932, publiée dans le recueil ,Mathémaiiques ap-
pliquées et Mécanique®, t. I, Léningrade (1933), p. 56, et résumée sous le titre ,Sur un probléme
de mécanique® dans ,Verhandlungen des Internationalen Mathematiker-Kongresses Ziirich*, 1932,
Bd. 2, S. 287.

2 Cette formule est identique a celle pour la vitesse du mouvement d’un point pesant le
long d’'un paralléle sur une surface polie de révolution a axe vertical. Voir P. Appell, Traité
de mécanique rationnelle, t. I (1926), p. 513.

3 Dins le cas de f' (ry) = b (surface hélicoide gauche) cette égalité et la précédente ont
été déduites pour la premiére fols par un procédé élémentaire par le professeur Levenson dans
son ouvrage ,Le Séparateur spiral®, Léningrade, 1925, pp. 33 et 34. Voir ausst M. I. Akimoff
»Sur un cas du mouvement d'un point pesant sur une surface hélicoide gauche—Communica-
tion faite au Congrés de mathématiciens de 'URSS & Kharkov Je 26 juin 1930. Un résumé de
cette communication a été publié dans ,Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanike,
Bd. 11 (1931), S. 74.
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Les particules & coeificients de frottement % différents parcourent par
conséquent des hélices de rayons différents o, On peut y voir une raison
pour l'application de surfaces hélicoides dans les séparateurs spiraux en usage
dans la préparation mécanique des-minerais et en agriculture.!

Dans les cas particuliers

a) f(n==Clgr, -
by fn=Cc(G+a1gr),
c) f(r):f\/ %:-:—1) (f;—{—l)df,

C = const,
0<p<r<+,

nous aurons
a) v, = const, et le mouvement des particules pesantes le long de toutes
ies hélices sur une surface dépolie (7) se produit avec une méme vitesse;

b) %’%zconst, et le mouvement des particules pesantes le long de

toutes les hélices sur une surface dépolie (7) se produit avec une méme vitesse
verticale.?

c) tga—kY1+4cos’a [f (r)]? =0 identiquement, et le mouvement
des particules pesantes avec le coefficient de frottement 2 peut se produire le
long d’une hélice quelconque sur la surface (7).

Pour discuter la question de la stabilité du mouvement considéré d’un
point pesant le long de I'hélice (» =r,) sur la surface (7), posons dans les equa-
tions (3)

r=ry+& 9=wi—+4m,
en supposant que

Pour déterminer £, m nous aurons, en tenant compte des conditions (8)
et (9), le systéme suivant d’équations de premicre approximation (systeme
d’équations aux variations)

d2 ag ) dé a? \ v ” i
27 Y (302 +2f (r0)] g'g-l‘[(W—l);oz—_*fa?‘%‘gf ("o)JH‘
1 y — 1 5 d
25,81 (ro) Vret+at =0,

2ri43a dt
(rot -+ di

— L 1 ) 1278 (£ + a2 e

4 vd /4 ] d(
- (ro2 - @) rSF (Fo) 7 (o) £+ ro?Bg? S =0,

—_ tvorvo2

1 L. B. Levenson, ouvrage cité, p. 34.

2 Une telle surface hélicoide peut trouver une application dans Ies constructions de
séparateurs quand la décharge de différentes particules du mélange devra se faire simulta-
nément.



qui se réduit a un systéme du troisieme ordre vu que la coordonnée 7 n'y entre

pas explicitement.! )
L’équation caractéristique correspondante sera celle-ci

As® - Bs? 4 Cs + D =0 (10)
!
© A jmmy roonz,
. agry® A? 9 19
= o a (202 + 2 f%(ro))s
— g4 ! 2 _ :
= rrr ey ST et (5a7 4 2re?) 2 (ro) — (ro® 1 a? 1],
2 ag*f'(ro)
T oA a)'hn,
BC—AD =
. ag’red,? 272 () |1, 2 2\ F2(p \ o (p.2 212
= e S [0 Tt @t S0 — (- @)
et

S=ro¥(re? 4 a*) f(rof"(ro) + ro*(ro* - 2a2)f *(ro) 4- (ro*) +- @)%

Les conditions, nécessaires et suffisantes, pour que toutes les racines de
Péquation (10), quand A >0, soient négatives ou (dans le cas de racines
complexes) avec parties réelles négatives, sont exprimées par les inégalités

suivantes
B>0,D >0, BC--AD>0,
qui dans le cas présent se réduisent a deux
S >0,
. 2.f/2(r0) 2 P 9 2 2 232
S +| 14 L Irot(aret - 5a2)f 2(r) — (re* +- )] > 0.

Et I'on peut exprimer un critérium général de la stabilité du mouvement per-

manent.
r=ry, v¥=grof'(ro)

d’un point pesant le long de I'hélice (1), se produisant sur la surface hélicoide
dépolie (7) 4 la condition

R= _-;‘3 + k\/l—f—aziroff,?‘(ro): Or

de la maniére suivante,?
Posons
drR a S
dry ret (re? + a?) A2 77
alors, si
a? 2r2f-5a?

0 <k <77 3rat6ar

. ! Pour le cas f(r)= br(surface hélicoide gauche), ce systéme a ét¢ déduit pour la pre-
miére :fois par N. P. Neronolff, ,Théorie du séparateur spiral®, communication faite a4 la
ch1éts de Mécanique a Léningrad le 20 novembre 1930.—,Sur quelques probléemes de dyna-
mique .—Annalgs de I'Institut des Mines & Léningrad, t. 8 (1924), p. 252. Voir aussi la note de
l(lalglgg;lr,scx‘tiie ci-dessus, dans ,Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik®, Bd. II

2 Akimoff M. Uber die Stabilititsbedingung der stindigen Bewegung eines sch
Punktes auf einer rauhen Schraubenfliche. Proceedings of the gFou ge Ftional Congress
for Applied Mechanics, Cambridge, 1934, p. 151. g rth Intemational Congress
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on doit avoir
5>0, (1)

@ 2rét5ad
r? 3r246a

mais si

< kz < ;107 ’
on doit avoir
5> [14200 (gt atp —re @ri k5@ 0oL (12)

La condition ‘
Fof” (ro)+ 7 (r0) >0 (13)

est suffisante pour la stabilitt du mouvement permanent considére puisque
a cette condition les deux inégalités (11) et (12) sont satisfaites.

En vertu de la condition (13) le mouvement permanent considéré d’un
point pesant le long de I'hélice (1) sur chacune des surfaces

z=aqp-}+br,
z=a9+Clgr,

z=aq>—|—C<%2—{—a2]gr>,

en présence de frottement est stable.!
Pour I'équation de la surface hélicoide

z=a<p—|—f]/(.;_2“7”2_1><“7;+1) dr, p= const, (14

a lieu lidentité

Rz—%"l-k\/l—f“ﬁ_g—ﬁflz(”o) =0,

par conséquent
dR
E_O'
Dans ce cas, une des racines de [I'équation caractéristique correspon-

dante (10) est égale a zéro, et les autres racines si la condition
. a: 2r2t+5a3
O<kz<r§? T ea (15)
est satisfaite seront négatives ou auront les parties réelles négatives.
Sur la surface (14) a lieu une série continue de mouvements permanents

parmi lesquels se trouve le mouvement considéré

r=r,, vi=grof(r).

1 La stabilité du mouvement permanent considéré sur une surfzce hélicoide gauche a été
démontrée pour la premiére fols par N. P. Neronoff qui dams son ouvrage cité ci-dessus,
a €étudié des mouvements sur la surface

z=ay+ br,

isins des mouvements permanents.
Les mouvements sur la surface

z=a¢+C(r§’+a91gr).

voisins du mouvement permanent sur I'hélice (1), ont été étudiés par V. A. Egounoyv, ,An-
nates de |'Institut des Mines a Léningrade®, vol. X, liv. 1 (1936), p. 23.



Les mouvements de cette série seront stables si la condition (15) est

satisfaite. !
Mais si 2ot sz )
(L Fo? a 2 a?
smrea < <pp
les mouvements considérés seront instables.
En appliquant la méthode de Liapounoff* I'auteur considére les cas oi

D=0,

ou
BC—AD=0,

ou bien
D=0, BC— AD =0,
cest-a-dire quand I'équation caractéristique (10) dont les autres racines sont
négatives (ou a partie réelle négative) a une racine égale a zéro, ou deux
racines purement imaginaires, ou deux racines €gales a zéro.
Dans le cas ol
D=0

ja condition nécessaire et suffisante de la stabilité du mouvement permanent
considéré sur I'hélice (r=ro) a la surface

z=as-f(r) (7

consiste en ce que les courbes
. z=f(r) (16)
z= / Va0 (1) 17

(dans le plan des coordonnées r, 2) doivent avoir au point P [ro, f(r¢)] un
contact d’ordre impair et les points de la courbe (16) voisins de P doivent
étre situés plus haut que les points correspondant (2 la méme valeur de r)
de la courbe (17).
Dans le cas ol
BC—AD=0

Jo systéme d’équations différentielles du mouvement troublé voisin du mouve-
ment permanent sur I'hélice, obtenu de (3) par la substitution

r::ro—}—é, ‘P:‘”t—i—"l,

se transforme en le suivant

dx
dy . )
E——)\x—l— Y,
d_e=p,g_ 2hx—py)
at [2 45— (A1 + A — v —1 (A,—Ag)

ol x, y sont de nouvelles fonctions de temps £, introduites au lieu de &, 7';
X, Y des séries ordonnées suivant les puissances de x, y, § ne contenant pas
de termes de premiére dimension, et A\, p, Ay, 4, A, des constantes.

1 A.M Liapounoff Probléme général de la stabilité du mouvement, 1892, pp. 105,
106. 2-e édition. ONTI, 1935, p. 126, .

2 Quvrage cité (1935), pp. 106—128. Etude d'un des cas singullers du probléme de la
stabilité du mouvement. Recueil mathématique, t. 17 (1893), livr. 2, pp. 253—333. (réimprimé en
forme d’article supplémentaire dans l'ouvrage de Liapounoff, Probléme général de la stabilité
du mouvement. ONTI. 1935).



Conformément a Liapounoif, il faut chercher a satisfaire a ce systéme, en
se servant de la méthode de Lindstedt modifiée, par les séries

X :x(l)c_l_x(?)c? _}.-x(3)c3 _l_
y=yOc—4ydc* 4 y®cd |
§ =t ¢ - t@c2 - E3)c? L
ol ¢ est un petit paramétre arbitraire, et
X0, Yy gD, j=1,2 (18)
fonctions périodiques de la nouvelle variable =< introduite, au lieu de ¢, par
la substitution

2= (t — 1)
A §
dont le dénominateur est une série ordonnée suivant les puissances du para-
metre ¢ avec des coefficients a déterminer.

Si xtm, ym) £ sont les premiéres des fonctions non-périodiques de la
série (18), alors m sera un nombre impair et la stabilité du mouvement per-
manent considéré dépendra, selon Liapounoff, du signe de la constante G qui
est exprimée dans notre cas comme ceci

Gmf(m+1)(r0) —I— Vm)

oit G, est une constante connue et non égale a zéro, et V, une fonction
déterminée des dérivées f(r,) d’ordre p < m 1.

Pour la valeur la plus petite m=3, selon la grandeur de la dérivée
J®(r,), sera possible un quelconque des cas

<0, stabilité,
Ga f(ro) + Vs >0, instabilité,
=0, cas douteux.
Si les valeurs des dérivées f0+I(ry), v=3,5, , m—2, sont telles

que pour chacune d’elles la valeur correspondante de la constante G, '+ (ro) 4-
LV, devient égale a zéro, alors suivant a la grandeur de f™+U(ry) il peut
venir un quelconque des cas

<0, stabilité,
G, f"TV(r)+ V1 >0 instabilité,
=0, cas douteux.

En se conformant a I’égalité
G f "9 (1) - V=0

pour chaque nombre impair m, en commengant par m'=3, il suit des raison-
nements de Liapounoff! que le mouvement en question sur la surface (7) est
stable.

Mais la question de l'existence d’une telle surface reste ouverte.

Dans le cas on

D=0, BC—AD=0

le systeme d’équations différentielles pour & = obtenu de (3) par substitu-
tion

r=r0+§) ‘P=‘”ot+"1,
1 Probléme général de la stabilité du mouvement (1935), pp. 172—173,




se transforme en celui-ci

d =

= +Byt+E=0,)

dy —

dE +H=0, (19)
a:

—d_t-—x _Bzg=0,

oit x, ¥ sont de nouvelles fonctions de temps introduites au lieu de ¥, 7';
8, H des séries ordonnées suivant les puissances des varlables x, y, £, ne
contenant pasde termes de premiére dimension, et B;, B, des constantes.

En considérant la solution formelle
E=ao X+ a0y ¥y I 20 X*+ag xy+as, y2+

de I'équation aux dérivées partielles
o 08 d§ =
(Bly—l—d)ﬁ—i—Hﬁ—}—x—i—BzE & =0,

—

ott &' est une fonction holomorphe de x, y, § commencant par des termes
d’ordre supérieur & m, nous ramenons le probléme de la stabilité du mouve-
ment permanent sur I'hélice, dans les cas oit la question de la stabilité de ce
mouvement se résout par un nombre fini de m termes dans le développement

des parties gauches des équations (19), a I'’étude du systéme des équations du
second ordre

d -
dl;_I_Bly‘{_‘i:Oy

dy —
=7 +H=0.

En appliquant la méthode indiquée pour I'étude de pareils systéemes par
Liapounoff,! nous cherchons les premiers termes des développements suivant les
puissances de x

Apx* +ax* 14
box® - byxP+14
des expressions ~
B G+t

oit y est exprimé en fonction de x de I'équation

En déterminant les constantes a,, «, by, B, nous concluons que dans le
cas considéré le mouvement permanent sur I’hélice est instable, si les condi-

tions spéciales
B=1, a=3, b2} 8a,<<0
ne sont pas remplies.

Si ces derniéres conditions sont satisfaites, une analyse analogue a celle
faite pour le cas de deux racines purement imaginaires de I'équation caracté-
ristique raméne la solution du probléme de la stabilitt du mouvement per-
manent en question a la détermination du signe de la constante

Gmf(.m, +3) (ro) __I__ Vm’

801 Etude d'un des cas singullers du probléme de la stabilité du mouvement (1935),
p. 280.




m est un nombre pair, G, une certaine constante non égale & zéro, et V
une fonction déterminée des dérivées précédentes f®(r,) d’ordre inférieur
a m-3.

.Pour la valeur la plus petite m = 2, suivant la grandeur de la dérivée
J®(ro), sera possible un quelconque des cas
< 0, stabilité,

G f® (ro) + V, >0, instabilité,
=0, cas douteux.

Mais si les valeurs des dérivées
f(v+3)(r0)7 v:2’ 4’ m—2)

sont telles que pour chacune d'elles la valeur correspondante de la con-

stante
G.fe+td(r) + V.,

devient égale A zéro, alors suivant la grandeur de f+3 (ry) il peut venir un
quelconque des cas
{ <0, stabilite,

G, fm+3(r) + V,,1 >0, instabilit¢,
=0, cas douteux.

S’il existe une fonction f(r) telle que ses dérivées successives satisfont

a l'égalité
G f+9 ()4 Vi =0

pour chaque m pair, en commengant par m =2, alors il suit des raisonne-
ments de Liapounoff ! que le mouvement permanent dans le cas particulier
considéré est stable et appartient 4 une série continue de mouvements voisins

avec r, Zt’ % changeant périodiquement quand le temps croit.
Mais la question de l'existence d’une fonction qui satisfasse les condi-
tions posées reste ouverte, tant qu’on n’a pas établi la convergeance des

séries
Q1o X 4 Aoy Y+ Ag0 X2+ a1y XY -4 Y2

Flr)+ "2 (o) + Lo 7 (o)

Si le point matériel M, qui se meut le long d’une hélice sur une surface
dépolie est soumis, outre la force de la pesanteur, &4 une résistance S(v) dépen-
dant de la vitesse ¥ du mouvement du point, ou si la surface tourne autour de
’axe des hélices situées sur elle, les équations du mouvement du point M sur
la surface seront celles-ci?

af dr

. fineo+r—r)= —

arr do\¢ ar dr

wor(@) =—N 3 ANy +R,
1 of du
dp drde T [a +(r_r0) W]
ram + E&?“_N ) — kN +(D
d_z
d2z dt -
7 = —{—N— —kN?—[—Z,

1 Quvrage cité au bas de la page 41, p. 334.

2 Ces équations sont des points de départ de l'ouvrage de N. R Malkin ,Sur le mou-
vement d'un polint matériel dans un champ donné de forces le long d'une hélice sur une surface
dépolie“.



dar dr dz
r

.r‘?:—S(v)dg, O=—5() —_gi, Z=——S(7J)%t,

ou
48\ ., db _ do
R=r(G)+2g 5
d29 o db dr
C=—r — 2% a
Z=0

et 8 angle de rotation de la surface autour de i’axe vertical 0z.

La résistance du milieu et la rotation uniforme de la surface modifient
le caractere de stabilité du mouvement permanent considéré du point pesant
le long de I'hélice sur la surface hélicoide.

Une solution générale f(r, ¢) de I'¢quation

Mo 8) — 3 (tga—kyIFcosta [fire o)),
correspondant a la valeur initiale quelconque
f(rO) (?) }0

s’obtient par une intégration facile,

Quand £<tga et si ¢ change d’une maniére illimitée, ¢——oc, la
valeur de f(ry, ©) tend & une valeur constante &, qui se détermine de l'équa-
tion

tga—k\/1-}costa H2=0.
Quand £ > tga la valeur limite de £(ry, ¢) est zéro.

La surface la plus simple correspondante, sur laquelle, en présence de
frottement, le point pesant se meut le long de Ihélice

r=ry, z2—2zy=aey,
sera une surface réglée et se détermine par 1I'équation
z—zg=ao 1 (r—"ro)f(re, 9.
La vitesse du mouvement change d’aprés la loi

v =V grof(ro, 9)-

Le cas a=0 correspond a la surface dépolie qui admet le mouvement
du point pesant sur une circonférence horizontale,



