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Аннотация. При выполнении технологических операций в торфяной промышленности используются различ-
ные агрегаты с рабочими органами фрезерного типа. Они отличаются конструкцией, схемой расположения, 
количеством и типом режущих элементов, режимами работы, могут иметь один или несколько рабочих орга-
нов. При эксплуатации на фрезы действуют случайные силы и моменты, которые имеют резко переменный 
характер, что связано с периодическим взаимодействием ножей с торфяной залежью, ее структурной неодно-
родностью, вариацией глубины фрезерования, физико-механических свойств торфа, числа оборотов фрезы и 
скорости перемещения машины. При этом в элементах конструкции возникают значительные динамические 
нагрузки, что приводит к снижению их надежности, ухудшению энергетических характеристик работы двигателя 
и технико-экономических показателей использования. В случае применения машин с несколькими рабочими 
органами при динамическом анализе элементов привода необходимо знать как спектральные, так и взаимные 
спектральные плотности нагрузок. Для их расчета получены выражения, которые учитывают физико-механи-
ческие свойства торфа, режимы работы агрегата и их вероятностные характеристики, а также конструктивные 
особенности рабочего органа. Выражения получены для случая, когда имеется несколько рабочих органов с 
одинаковыми диаметрами и числом ножей в плоскости резания. При этом количество плоскостей, ширина, тип 
режущего элемента и вид резания (блокированное, полублокированное и т.п.) могут различаться. В качестве 
примера использования разработанных подходов представлен расчет спектральных и взаимных спектральных 
плотностей моментов на фрезах и нагрузок в элементах привода машины поверхностно-послойного фрезеро-
вания МТФ-14. 
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модель; взаимная спектральная плотность 

 
 
 
Введение. При выполнении технологических операций на различных стадиях добычи торфя-

ной продукции широко используются фрезерующие агрегаты [7, 28]. В процессе их эксплуатации 
в элементах конструкции возникают значительные динамические нагрузки, что приводит к сни-
жению надежности [2, 3], ухудшению энергетических характеристик работы машин и их технико-
экономических показателей.  

Основная причина возникновения нагрузок – силы внешнего сопротивления на рабочих орга-
нах, которые носят резко переменный и случайный характер [13, 17]. Это связано с периодическим 
взаимодействием режущих элементов с залежью, ее структурной неоднородностью [8, 27], 
случайной изменчивостью режимов работы [15] и физико-механических свойств торфа [9]. 
Также характер нагружения зависит от конструкции и количества фрез, их параметров и режимов 
работы, износа резцов, колебаний, связанных с силами резания и дисбалансом рабочих органов 
и т.д. [1].  

Учитывая случайный характер нагрузок на режущих элементах, анализ динамических нагру-
зок в элементах конструкции фрезерующего агрегата и расчет показателей его надежности [4, 5] 
должен основываться на методах теории вероятности [23] и статистической динамики механических 
систем [24, 25]. Опыт их применения [12, 21, 22, 30] показывает, что на практике можно огра-
ничиться рассмотрением только одномерных и двумерных характеристик процессов при 
решении данных задач с использованием как аналитических и численных методов, так и  
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3D-моделирования [26, 32]. При 
этом в расчет принимают вероят-
ностные характеристики силовых 
факторов, такие как дисперсии и 
спектральные плотности. В [17, 18] 
систематизированы модели мо-
ментов на рабочих органах фрезе-
рующих агрегатов, а также рас-
смотрены методики расчета их 
вероятностных характеристик.  

Если в составе агрегата есть 
несколько фрез, при динамическом 
анализе необходимо знать также и 
взаимные спектральные плотности 
внешних нагрузок. При их опреде-
лении широкое применение нашли 
методы статистического (имитаци-
онного) моделирования. Они уни-
версальны, но требуют больших 

затрат машинного времени при расчете вероятностных характеристик нагрузок, особенно при 
выборе оптимальных режимов работы и конструктивных параметров фрезерующего агрегата.  

Экспериментальные исследования нагрузок в элементах конструкции фрезерующих агрега-
тов с использованием средств тензометрирования [20] дают оценки математического ожидания, 
дисперсии, корреляционных функций, спектральных плотностей, плотностей распределения мо-
ментов и сил, а также характеристики их взаимной статистической связи.  

Данный подход требует больших затрат времени и финансовых средств. При этом полученная 
информация характеризует нагруженность машины только в заданных конкретных условиях ис-
пытаний.  

В [14] разработан аналитический метод расчета взаимных спектральных плотностей момен-
тов на рабочих органах. Были рассмотрены торфяные машины с несколькими фрезами, имеющими 
одинаковый тип режущих элементов и ширину, которые работают в одинаковых условиях. При 
этом не учитывались многие расчетные случаи, часто встречающиеся в проектировании.  

Повышение надежности, экономических и эксплуатационных показателей работы торфяных 
фрезерующих агрегатов является актуальной задачей [10, 16]. Ее решение связано с возможностью 
прогнозирования характера и величины действующих нагрузок в элементах конструкции [11] на 
основе учета специфики формирования моментов на рабочих органах и их вероятностных харак-
теристик на стадии проектирования. 

Целью статьи является разработка выражений для расчета взаимных спектральных плотностей 
на основе моделей формирования моментов сопротивления на фрезах торфяных машин, учитываю-
щих их конструкцию, режимы работы и вероятностные характеристики условий эксплуатации. 

Методология. Рассмотрен фрезерующий агрегат с несколькими рабочими органами (рис.1), 
каждый из которых имеет одинаковые радиусы расположения режущих элементов, среднюю глу-
бину фрезерования, число ножей в плоскости резания, размещенных равномерно. В отличие от 
моделей, рассмотренных в [14], количество плоскостей резания, ширина резцов, расстояние между 
ними, их тип и условия работы, определяемые видом взаимодействия с торфяной залежью (бло-
кированное, полублокированное), могут различаться. Фрезы также имеют разные схемы расста-
новки режущих элементов. 

Учитывая существующие конструкции фрез и их режимы работы, можно считать, что ско-
рость агрегата, число оборотов рабочего органа, глубина фрезерования и физико-механические 
свойства торфа изменяются плавно (в пределах нескольких подач на нож) [17]. Модели момен-
тов сопротивления можно представить в виде импульсных процессов со случайными парамет-
рами (рис.2): 

Рис.1. Схема взаимодействия рабочих органов фрезерующего агрегата  
с торфяной залежью 
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где M , M  – число плоскостей резания на -й и η-й фрезах; mk , mk – коэффициенты, учитыва-
ющие особенность взаимодействия (блокированное, полублокированное и т.д.), тип и ширину 
ножа в m-й плоскости для -го и η-го рабочих органов;  tM mn – момент нагружения без учета 
коэффициента, зависящего от вида взаимодействия m-й плоскости при n-м акте взаимодействия; 

mnt , mnt – время между началом отсчета и возникновением n-го импульса на m-й плоскости  

для -го и η-го рабочих органов; mnP , mnP  – параметры импульсов на m-й плоскости резания для 
-й и η-й фрез; rt , rt  – сдвиг по времени между ножами на -м, η-м фрезах; K – число фрез. 

Взаимные спектральные плотности случайных стационарных процессов являются комплекс-
ными функциями. Они связаны с взаимными энергетическими спектрами [23]: 

       mmFS 2 ; 

       mmFS 2 , 

где δ(ω) – дельта-функция;  F ,  F  – взаимные энергетические спектры процессов, кото-
рые могут быть определены (учитывая, что моменты сопротивления представляют собой импуль-
сные последовательности со случайными параметрами) как [23]: 

Рис.2. Модель формирования моментов сопротивления на фрезах  
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T – математическое ожидание периода следования импульсов; 2N + 1 – число импульсов;  
 1m  – знак усреднения;    kZ j  ,    kZ j  – преобразования Фурье k-х реализаций моментов 

на -м и -м рабочих органах; m , m  – математические ожидания ν-го и η-го процессов [23]. 
Для спектров моментов (1), содержащих (2N + 1) импульсов на -м и -м рабочих органах, 

получим: 
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где  mnPjS   ;; ф0 ,  mnPjS   ;; ф0  – спектры моментов  ;tMmn  m , m – углы между нача-
лами отсчета для -й, η-й фрез (каждая фреза может иметь свою систему отсчета) и резцами в m-й 
плоскости для соответствующих рабочих органов; T – угол между ножами в плоскости резания 
(равномерная расстановка резцов в плоскости); ф  – угловая скорость фрезы; r , r – углы 
между резцами на -м и η-м рабочих органах относительно начала отсчета, соответственно угол 
сдвига между ножами на -й и η-й фрезах составляет rrr   (см. рис.1); 
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k , k  – углы контакта ножей -го и η-го рабочего органа с залежью.  
Углы контакта k  и k  являются случайными и зависят от конструкции рабочего органа, 

его угловой скорости, профиля поверхности карты, глубины фрезерования и колебаний, вызван-
ных силами резания и дисбалансом фрезы.  

Учитывая, что взаимные спектральные плотности  S  и  S  являются комплексно-
сопряженными величинами, достаточно рассмотреть только одну из них. 

Используя подходы, представленные в [14, 17], подставляя (4), (5) в (2), (3) и учитывая 
стационарность условий работы агрегата (вероятностные характеристики параметров импуль-
сов не зависят от выбора начала координат), для взаимных спектральных плотностей моментов 
на -й и η-й фрезах при постоянном значении угловой скорости фрез получим:  
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, (6) 

где mlqsK  , mlpqsK   – взаимные корреляционные моменты параметров импульсов для m-й и l-й 
плоскостей резания ν-го и η-го рабочих органов; qm , qD – математические ожидания и дисперсии 
параметров; p – разность номеров двух импульсов (в направлении движения агрегата), inp  . 

В случае стационарности параметров и плавности их изменения mlqsK   и mlpqsK  определя-
ются корреляционными функциями условий работы (прочностных свойств материала, его плотно-
сти и глубины фрезерования) в моменты взаимодействия ножей с торфяной залежью: 

 lmPymlqs hhLKK   ; 

 lmPxymlpqs hhLcpKK   ; , 

где m, l – номера соответствующих плоскостей резания; PyK  – корреляционные функции случай-
ных параметров в направлении перпендикулярном движению агрегата; PxyK  – корреляционные 
функции случайных параметров, учитывающие пространственную изменчивость параметров (как 
в направлении движения, так и перпендикулярно ему); x, y – координаты точки для соответствую-
щих параметров; с – подача на режущий элемент; L  – расстояние между η-й и ν-й фрезами 
(рис.1); mh  – расстояние от торца ν-го рабочего органа до m-й плоскости резания; lh  – расстоя-
ние от торца -й фрезы до l-й плоскости.  

При равномерной расстановке режущих элементов по длине рабочих органов получим: 

  hlmLKK Pymlqs   ; 

  ];[ hlmLcpKK Pxymlpqs   , 

где h – расстояние между ножами в соседних плоскостях резания. 
В (6) введены значения: 

     lm PjSPjSPjG   ;;;;;; ф
*
0ф0ф1 ; 

     limn PjSPjSPjG   ;;;;;; ф
*
0ф0ф2 , 

где * – комплексно-сопряженная величина спектра. 
Усредняя (6) по угловой скорости ф  рабочего органа из 

      ффф;  



dWFFC , 

где  фW  – плотность распределения ф , и учитывая, что 
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для совместных (взаимных) энергетических спектров моментов на фрезах, получим:  
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T – средний период следования импульсов в плоскости резания, 
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При 1mk  формула (7) имеет вид, полученный в работе [14]. 
Зависимости по определению вероятностных характеристик нагрузок позволяют выделить 

ряд их особенностей. Взаимные спектральные плотности имеют сложную структуру и две харак-
терные зоны частот.  

Первая часть (А на рис.3) пропорциональна корреляционным функциям параметров импуль-
сов нагружения как в направлении движения агрегата, так и перпендикулярном ему. Вид зависит 
от спектров моментов сопротивления на резцах различных рабочих органов  mPjS   ;; ф0 , 

 lPjS   ;; ф0  и схемы их расстановки, влияние которой определяется функцией: 
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Частоты этой части сосредоточены в низкочастотной зоне. Это объясняется плавным измене-
нием параметров импульсов нагрузки на ноже в пределах нескольких актов взаимодействия при 
резании торфяной залежи и небольшой скоростью передвижения агрегата.  

Вторая часть (B на рис.3) обусловлена периодическим характером взаимодействия резцов 
с торфом. Величина ее зависит от квадрата математических ожиданий параметров импульсов 
и представляет собой последовательность пиков, которые лежат на частотах k = 2k/T (k = 1, 2, 
3, ...). Их форма определяется функцией, описывающей плотность распределения угловой скоро-
сти фрезы, спектрами моментов  mPjS   ;; ф0 ,  lPjS   ;; ф0  и схемой расстановки режущих 
элементов.  
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Использование вероятностных характеристик моментов на рабочих органах позволяет про-

анализировать динамические нагрузки в элементах конструкции торфяного фрезерующего 
агрегата на стадии проектирования с помощью методов статистической динамики механиче-
ских систем [31].  

Обсуждение результатов. Рассмотрено использование предложенного подхода на примере 
анализа динамических нагрузок в системе привода машины поверхностно-послойного фрезерова-
ния МТФ-14, которая предназначена для выполнения первой технологической операции при до-
быче фрезерного торфа – измельчения верхнего слоя залежи.  

В состав агрегата входят редуктор, рабочие органы со штифтовыми режущими элементами, 
опорные катки, задняя опора, прицеп и рама. В полной комплектации фрезер состоит из семи сек-
ций, снабженных распорными пружинами, которые шарнирно соединены между собой. Фрезер 
имеет три типа секций: центральная состоит из рамы, катка и двух фрез длиной 0,628 м; четыре 
внутренних и две крайних секции имеют раму, каток и рабочий орган с шириной захвата 1,275 м 
каждый. Расстояние между центральными фрезами – 0,12 м, а средними и крайними – 0,08 м; 
окружная скорость составляет 8,9 м/с. Диаметр рабочих органов – 0,221 м, и они имеют три 
штифта в плоскости резания, а диаметр корпуса – 0,157 м. Расстояние между плоскостями – 
0,006 м, угол сдвига между резцами в соседних плоскостях составляет 24 (смещение по развертке 
корпуса – 0,03286 м). Углы между резцами на различных рабочих органах νr равны нулю; ножи 
имеют одинаковый размер и тип. 

При эксплуатации в приводе МТФ-14 формируются значительные динамические нагрузки, 
что снижает надежность элементов его конструкции [12]. Основным источником их возбуждения 
являются силы, возникающие на фрезах [12].  

Спектральные плотности моментов при взаимодействии рабочих органов с древесными вклю-
чениями могут быть определены с помощью подходов, рассмотренных в [12, 19], а при фрезеро-
вании торфа – на основании методики, разработанной в [17].  

Взаимные спектральные плотности   jSC  рассчитывались с помощью (7). При этом мо-
мент нагружения на одиночном резце без учета коэффициента mk , зависящего от характера вза-
имодействия, аппроксимирован в виде [12]:  
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Рис.4. Спектральные плотности моментов на фрезах 
МТФ-14 при взаимодействии с торфом (расчет) 

1 – центральная фреза; 2 – крайняя фреза 
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Рис.3. Действительные части взаимных спектральных  
плотностей моментов на рабочих органах (расчет) 

1 – для соседних центральных фрез; 2 – для соседних средних 
фрез; 3 – для соседних центральной и средней фрез 
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где 1 – угол поворота рабочего органа, соответствующий максимальному значению момента в 
пределах дуги контакта ножа с залежью; maxM – амплитудное значение импульса,  






























 3

2
ф

2
ф

4,0
ф

ф
max 102

2 RCW
M

HB
M T

k

T , 

Bν – ширина ν-й фрезы; Нф – глубина фрезерования; W – скорость передвижения агрегата;  
τ – предельное напряжение сдвига торфа; TC  – эмпирический коэффициент; δ – средняя толщина 
стружки [19]; γ – плотность торфа в залежи; k – угол контакта резца с залежью, 12k , 
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Rф – радиус рабочего органа по концам режущих элементов. 
Спектр момента нагружения на одиночном резце (8) равен: 
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Плотность распределения случайного значения угловой скорости фрез ф может быть опре-
делена на основании подходов, рассмотренных в [25, 31]. Случайными параметрами являются: 
угол контакта ножа с залежью k который зависит от глубины фрезерования Hф (9); плотность 
торфа γ и предельное напряжение сдвига τ верхнего слоя торфяной залежи. 

Рис.5. Приведенная к валу двигателя трактора динамическая расчетная схема привода МТФ-14: 
разветвленная расчетная (а) и основная редуцированная (б) схемы 
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Расчет проводился при следующих режимах работы и характеристиках торфяной залежи: ско-
рость перемещения W = 1,94 м/с; частота вращения рабочих органов ф = 80 с–1; средняя глубина 
фрезерования – 0,015 м (дисперсия 0,25·10–4 м); плотность торфа в залежи – 720 кг/м3 (коэффици-
ент вариации 15 %); среднее значение предельного напряжения сдвига – 45 кПа (коэффициент ва-
риации 15 %); число древесных включений на 1 га принято 500 шт. Его результаты представлены 
на рис.3 и 4. 

Значения спектральных плотностей позволяют рассчитать вероятностные характеристики 
динамических нагрузок в трансмиссии фрезерующего агрегата. Для этого была использована 
линейная модель привода МТФ-14 [12], схема которой представлена на рис.5, а. В [12] для 
исследования динамических процессов разветвленная система (рис.5, а) была заменена двумя 
неразветвленными – защемленным ответвлением и основной редуцированной системой 
(рис.5, б) согласно методикам, представленным в [6, 29]. Параметры модели, приведенные к 
валу двигателя трактора, рассчитанные значения частот и относительные амплитуды колеба-
ний показаны в табл.1 и 2. 

 
 

Таблица 1  
 

Параметры редуцированной динамической модели привода МТФ-14 
 

Параметры 
Номер элемента 

1 2 3 4 5 6  7  8  9 

Моменты инерции, кг∙м2 3,85 0,0096 0,026 0,017 0,032 0,173 0,204 0,204 0,2 
Жесткость, Нм/град. 0,29·104 0,1·105 0,108·107 0,97·105 0,13·104 0,13·104 0,13·104 0,13·104 – 

 
 

Таблица 2  
 

Относительные амплитуды и частоты собственных колебаний привода МТФ-14  
 

Номер 
элемента 

Собственные частоты, с–1 (Гц) 

27,17 (4,32) 76,27 (12,14) 120,48 (19,18) 149,42 (23,79) 219,07 (34,88) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

–0,15213 
–0,00298 
  0,00402 
  0,00406 
  0,04512 
  0,37606 
  0,67005 
  0,88638 

1 

  0,04632 
–0,31141 
–0,41341 
–0,41429 
–0,42372 
–1,06809 
–0,88568 
  0,10514 

1 

–0,03135 
  0,57304 
  0,74033 
  0,74162 
  0,75410 
  1,41581 
–0,65738 
–1,23316 

1 

  0,03067 
–0,87884 
–1,23772 
–1,12543 
–1,13955 
–1,56688 
  2,66139 
–2,43497 

1 

–9,83819 
  617,059 
  770,428 
  770,958 
  770,373 
–183,421 
  34,3131 
–6,38391 

1 
 
Спектральная плотность момента в i-м элементе без учета корреляции между отдельными 

собственными формами колебаний (в случае, когда система обладает малым затуханием, и соб-
ственные частоты не близки между собой) при использовании линейной модели привода может 
быть рассчитана следующим образом [31]: 
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где Ci – жесткости элементов системы; i – коэффициенты демпфирования; K, pa , pa – количе-
ство сосредоточенных масс, на которые действуют внешние нагрузки и их относительные ампли-
туды колебаний соответственно; P – число собственных частот; ipa , pia ;1 – относительные ампли-
туды масс, между которыми расположен i-й упругий элемент для соответствующей собственной 
частоты;   jSCRe  – действительные части взаимных спектральных плотностей; р – p-я соб-
ственная частота;  





N

n
nnpp IaM

1

2 ; 





1

1
;1

1 N

n
pnnpn

p
p aa

M
n ; 

N – число масс динамической модели; In – моменты инерции масс. 
Рассчитанные нормированные спектральные плотности на валу отбора мощности трактора (вто-

рой элемент модели) и определенные экспериментально (Г.Ф.Вековешников, О.А.Головина) [12]  
с помощью тензометрирования показаны на рис.6. Дисперсии момента, полученные при расчете и 
опытным путем, составляют 0,053 и 0,0515 кНм2 соответственно. 

Сопоставление результатов расчета вероятностных характеристик нагрузок в элементах 
трансмиссии МТФ-14 с экспериментальными данными подтверждает правильность принятых  
допущений для моделей формирования нагрузок на рабочих органах с учетом их взаимной статисти-
ческой связи, которая характеризуется величиной взаимной спектральной плотности. 

Заключение. При выполнении технологических операций на рабочих органах торфяных фре-
зерующих агрегатов действуют силы и моменты, которые имеют резкопеременный, случайный 
характер. Это предопределяет значительные динамические нагрузки в элементах конструкции ма-
шины, снижение ее надежности, ухудшение технико-экономических показателей. 

При использовании методов статистической динамики механических систем для анализа ди-
намических нагрузок на стадии проектирования фрезерующего агрегата с несколькими рабочими 
органами необходимо знать как спектральные, так и взаимные спектральные плотности моментов 
сопротивления.  

На основе предложенных моделей моментов в виде импульсов со случайными параметрами 
получены выражения для расчета их взаимных спектральных плотностей. Они учитывают физико-

механические свойства торфа, режимы работы 
агрегата и их вероятностные характеристики, а 
также конструктивные особенности рабочих 
органов. При этом в отличие от известных мо-
делей, количество плоскостей резания, ширина 
резцов, их схема расстановки, расстояние 
между ножами, их тип и условия работы, опре-
деляемые видом взаимодействия с торфяной за-
лежью (блокированное, полублокированное), 
на каждом из рабочих органов агрегата могут 
различаться. 

Зависимости по определению вероятност-
ных характеристик нагрузок позволили выде-
лить их особенности. Взаимные спектральные 
плотности имеют сложную структуру и две 
зоны частот. Первая пропорциональна корреля-
ционным функциям параметров импульсов 
нагружения, ее вид зависит от спектров момен-
тов сопротивления на резцах и схемы их расста-
новки для различных рабочих органов. Вторая 

Рис.6. Нормированные спектральные плотности моментов вала 
отбора мощности трактора (второй элемент расчетной схемы) 

1 – расчет; 2 – эксперимент [12] 
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часть обусловлена периодическим характером взаимодействия резцов с торфом. Ее величина за-
висит от квадрата математических ожиданий параметров импульсов и представляет собой после-
довательность пиков, форма которых определяется плотностью распределения угловой скорости 
фрезы, а также спектрами моментов и схемой расстановки режущих элементов. 

В качестве примера использования разработанных подходов и с целью оценки их достовер-
ности представлен расчет спектральных и взаимных спектральных плотностей моментов на фре-
зах и нагрузок в элементах привода машины поверхностно-послойного фрезерования МТФ-14. 
Сравнение результатов расчета с экспериментальными данными подтверждает правильность при-
нятых допущений для моделей формирования нагрузок на рабочих органах с учетом их взаимной 
статистической связи. 

Взаимные спектральные плотности моментов сопротивления служат исходной информацией 
для расчетов динамических нагрузок в элементах конструкции торфяного фрезерующего агрегата 
и показателей его конструктивной надежности. 
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